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Resumo
Esta dissertac¸a˜o aborda temas ligados a` pra´tica da informa´tica na educac¸a˜o, inter-
pretac¸a˜o e produc¸a˜o de comandos que relacionam a lo´gica de programac¸a˜o com conteu´dos
matema´ticos. Fizemos uma discussa˜o sobre a importaˆncia da informa´tica na educac¸a˜o
e os benef´ıcios que podem trazer para as aulas, se usada adequadamente. Abordamos o
software X-LOGO, suas potencialidades, limitac¸o˜es e alguns cuidados que devemos tomar
ao utiliza´-lo nas aulas de Matema´tica. Fizemos conjecturas de modelos matema´ticos no
programa e justificamos alguns resultados encontrados. Trabalhamos as primitivas e co-
mandos deste software com procedimentos lo´gicos que fizemos. Criamos procedimentos
lo´gicos que somam nu´meros ı´mpares; somam nu´meros naturais; identificam se um nu´mero
natural e´ ou na˜o primo atrave´s dos seus divisores; tambe´m criamos procedimentos que
usam o Me´todo de Heron para aproximar ra´ızes quadradas; que constroem pol´ıgonos
regulares atrave´s da recursividade; que calculam o MDC de dois nu´meros utilizando o
Algoritmo de Euclides; geram nu´meros pal´ındromos (cap´ıcuas) tambe´m por algoritmo re-
cursivo; identificam as Desigualdades das Me´dias num c´ırculo de raio qualquer. Tambe´m
utilizamos o programa para estudar a Desigualdade Triangular, a partir de conjecturas
o mesmo ocorreu com os C´ırculos Tangentes de Ford. Alguns dos temas no´s tratamos
com uma atenc¸a˜o especial, trabalhando mais exemplos, fazendo provas das conjecturas
utilizando o Princ´ıpio da Induc¸a˜o Matema´tica para justificar.
Palavras-chave: Conjecturas Matema´ticas. X-LOGO. Lo´gica de programac¸a˜o.
Abstract
This dissertation addresses topics related to the practice of computing in education,
interpretation and production of commands that relate programming logic to mathema-
tical content. We discussed the importance of computer science in education and the
benefits it can bring to the classroom, if used properly. We approach the X-LOGO soft-
ware, its potentialities, limitations and some precautions that we must take when using it
in Mathematics classes. We conjecture mathematical models in the program and justify
some results found. We worked on the primitives and commands of this software with
logical procedures that we did. We create logical procedures that add odd numbers; add
natural numbers; identify whether or not a natural number is prime through its divisors;
we also create procedures that use the Heron Method to approximate square roots; which
construct regular polygons through recursion; that calculate the MDC of two numbers
using the Euclidean Algorithm; generate palindromes (cap´ıcuas) also by recursive algo-
rithm; identify the Inequalities of Averages in a circle of any radius. We also used the
program to study Triangle Inequality from conjectures, as did the Ford Tangent Circles.
Some of the themes we deal with with special attention, working more examples, making
proofs of the conjectures using the Principle of Mathematical Induction to justify.
Keywords: Mathematical Conjectures. X-LOGO. Programming logic.
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INTRODUC¸A˜O
0.1 JUSTIFICATIVA
Este trabalho e´ direcionado a professores de Matema´tica da educac¸a˜o ba´sica, que
desejam quebrar a rotina das aulas utilizando o software X-LOGO, e buscam uma re-
fereˆncia com algumas atividades para desenvolver em sala de aula. Aqui este professor
ira´ encontrar sete temas que envolvem Geometria e A´lgebra. Obviamente os temas na˜o
podera˜o ser desenvolvidos em sua totalidade, haja vista que ha´ discusso˜es que excedem o
conteu´do do ensino ba´sico, exceto para alunos mais avanc¸ados, ou que fazem parte de gru-
pos de treinamento para Olimp´ıada de Matema´tica, ou de Iniciac¸a˜o Cient´ıfica. Contudo
a parte pra´tica pode ser trabalhada na ı´ntegra.
Segue como sugesta˜o inicial que o professor fac¸a uma introduc¸a˜o do programa,
falar de seus comandos, primitivas, procedimentos e interpretac¸a˜o deles, a fim de que os
trabalhos na˜o sejam apenas mecanizados e possam entender em cada passo o que esta´
acontecendo no processo. Entretanto, se o professor dispor de um tempo muito curto
para atividades extra-curriculares, sugiro que os comandos e primitivas sejam inseridos
de acordo com a sua necessidade e utilizac¸a˜o. Com isso ele ganha tempo para as atividades
que considera mais relevantes.
Inserimos neste trabalho alguns temas que podem servir para uma eventual ini-
ciac¸a˜o a` programac¸a˜o ba´sica na sec¸a˜o, e outros que misturam conteu´dos matema´ticos
com lo´gica de programac¸a˜o na subsec¸a˜o. Eles podem ser desenvolvidos com alunos dos
primeiros anos do Ensino Fundamental II e Ensino Me´dio.
A seguir apresentaremos os temas que desenvolvemos neste trabalho e o n´ıvel do ensino
ba´sico em que eles podem ser tratados.
• Os comandos e a interpertac¸a˜o deles no X-LOGO, descritos no cap´ıtulo 1 podem ser
trabalhadas a partir das se´ries iniciais do Ensino Fundamental I o que pode inclusive
auxiliar na percepc¸a˜o geome´trica dos discentes.
• Na sec¸a˜o 2.1 O Me´todo de Heron para aproximar ra´ızes quadradas, e´ muito eficiente
e simples, podendo ser trabalhado com alunos do sexto ano do ensino fundamental
2II. A demonstrac¸a˜o do me´todo e´ exclusivamente para o professor.
• Os pol´ıgonos regulares, sec¸a˜o 2.2, podem ser trabalhados com alunos a partir do
sexto ano do ensino fundamental.
• O Algoritmo de Euclides no cap´ıtulo 2.3 pode ser desenvolvido com alunos a partir
do sexto ano do ensino fundamental, exceto a demonstrac¸a˜o, logo apo´s inserir o
conceito de Ma´ximo Divisor Comum. Normalmente nesta se´rie os livros dida´ticos
trazem apenas o me´todo da fatorac¸a˜o ou o me´todo dos divisores comuns. Introduzir
o Algoritmo de Euclides com o computador pode se encaixar como atividade com-
plementar. Ja´ a parte da demonstrac¸a˜o pode ser trabalhada com alunos de perfil
diferenciado.
• A atividade sobre nu´meros pal´ındromos na sec¸a˜o 2.4 tambe´m podem ser tratada
com alunos a partir do sexto ano do ensino fundamental. Aparece neste momento
mais uma vez a oportunidade do professor utilizar o editor de texto para escrever os
procedimentos. Este e´ um pouco mais complexo, mas colocamos um passo a passo
explicando cada bloco de co´digo para facilitar o entendimento. E´ importante que
este passo a passo tambe´m seja feito com os alunos, principalmente se os alunos
forem iniciantes no programa.
• A parte que trata da Desigualdade Triangular na subsec¸a˜o 2.2.2 pode ser trabalhada
com ensino fundamental, exceto a discussa˜o sobre o aˆngulo de giro, que utiliza a lei
dos cossenos, esta aconselhamos que seja feita com alunos de ensino me´dio.
• Usamos uma abordagem diferente para a desigualdade das me´dias, sec¸a˜o 2.6, aqui
trabalhamos sua interpretac¸a˜o geome´trica. Da forma como foi exposta aqui e´ pre-
fer´ıvel tratar apenas com alunos do ensino me´dio.
• Os Cı´rculos Tangentes trabalhado no cap´ıtulo 2.8 foi dividido em treˆs partes, a
saber, a pra´tica, conjectura e a parte teo´rica. A parte pra´tica e a conjectura pode
ser tratada com alunos do Ensino Me´dio, ja´ a demonstrac¸a˜o de que os pontos de
tangeˆncia sa˜o racionais fizemos exclusivamente para o professor, mas isto na˜o impede
que estas atividades sejam feitas com alunos mais avanc¸ados, desde que tenham
maturidade suficiente para entender estes temas.
Vale ressaltar que a maior parte das figuras deste trabalho foram constru´ıdas no
Geogebra, isto ocorreu porque o X-LOGO exporta figuras de baixa resoluc¸a˜o, o que
dificulta a visualizac¸a˜o do leitor. Por esta raza˜o optamos por utilizar o Geogebra para
construc¸a˜o da maior parte das figuras para registrar este trabalho. Isto tambe´m justifica
3o fato de que algumas figuras extra´ıdas do X-LOGO foram resultados de print da tela do
computador, o que tambe´m compromete a qualidade da visualizac¸a˜o.
Outra considerac¸a˜o importante sobre este trabalho e´ que durante o texto toda a
vez que escrevemos um comando ou primitiva optamos por destacar em ita´lico para evitar
confuso˜es com as demais abordagens do texto.
0.2 OBJETIVOS
0.2.1 OBJETIVOS GERAIS
• Estimular o estudo da matema´tica promovendo o desenvolvimento da autonomia,
racioc´ınio lo´gico-matema´tico, possibilitando ampliac¸a˜o no conhecimento e no desen-
volvimento dos alunos das se´ries finais do ensino fundamental e tambe´m do ensino
me´dio.
0.2.2 OBJETIVOS ESPECI´FICOS
• Fazer conjecturas para soluc¸a˜o e generalizac¸a˜o de problemas matema´ticos.
• Utilizar o software X-LOGO como ferramenta para inserir conteu´dos matema´ticos.
• Trabalhar te´cnicas e estrate´gias de resoluc¸a˜o de problemas.
• Utilizar a informa´tica como ferramenta para o ensino de matema´tica na educac¸a˜o
ba´sica.
• Introduzir conceitos ba´sicos de programac¸a˜o afim de aguc¸ar o racioc´ınio lo´gico dos
alunos, bem como tentar despertar interesse sobre o tema.
• Promover o estudo de ferramentas do software X-LOGO.
• Estimular a criatividade dos discentes, bem como a iniciativa pessoal.
0.2.3 USO DE SOFTWARES EDUCACIONAIS E APLICA-
TIVOS
Deixamos este subitem para fazer uma reflexa˜o acerca do uso de softwares aplica-
tivos em sala de aula, suas vantagens e desvantagens na utilizac¸a˜o, como recurso dida´tico,
bem como, a necessidade de ampliar as ferramentas para facilitar o ensino-aprendizagem
de Matematica.
4A gerac¸a˜o atual de discentes e´ imediatista, o que explica, em parte, a evidente
insatisfac¸a˜o com as aulas ditas ”tradicionais”, ou seja, aulas expositivas nas quais sa˜o
utilizados apenas o quadro e o giz. Eles julgam esse tipo de aula como sendo pouco
dinaˆmica. Na verdade muitos deles ficam horas nas redes sociais, mas na˜o tem pacieˆncia
de ficar uma hora estudando Matema´tica. Neste contexto, cabe ao professor alertar
seus alunos que a Matema´tica na˜o se aprende num u´nico dia. O conhecimento deve ser
constru´ıdo gradativamente. Deve-se estudar um pouco a cada dia para fixar o aprendido
e tambe´m agregar novos conhecimentos ao que ja´ se sabe. Ningue´m aprende viola˜o hoje
e amanha˜ comec¸a a tocar numa banda de sucesso. Um dos motivos para o fracasso dos
alunos nas avaliac¸o˜es internas e externas e´ o fato de estudarem, apenas, a`s ve´speras das
provas. Eles aprendem o que acham necessa´rio para si, e para eles a mate´ria da prova so´ e´
necessa´ria quando a avaliac¸a˜o se aproxima. Na verdade, nosso objetivo aqui na˜o e´ discutir
o fracasso escolar, mas vale lembrar o que diz Alicia Ferna´ndez: “... A aprendizagem
acontece em um v´ınculo, se ela e´ um processo que ocorre entre subjetividade, nunca uma
u´nica pessoa pode ser culpada. A culpa, o considerar-se culpado, em geral, esta´ no nosso
imagina´rio...” (2001, p.321). Quadros et al (2015) em Causas e consequeˆncias do fracasso
escolar: no in´ıcio da escolaridade, destaca a motivac¸a˜o do alunos como um dos seis
determinantes para o fracasso escolar: o contexto econoˆmico e social, o contexto familiar,
o contexto educacional, os professores, o fracasso no interior da escola e a motivac¸a˜o do
aluno. Assim o aprender por aprender na˜o existe: os alunos precisam saber para que e por
que precisam saber determinado assunto. Atualmente os alunos motivam-se apenas com
a t´ıpica aprendizagem utilita´ria, isto e´, so´ se aprende se for u´til, necessa´rio para entrar no
mercado de trabalho, visando ao retorno financeiro.
A internet invade nossos lares com todas as suas cores, seus movimentos e sua
velocidade, fazendo o inacess´ıvel tornar-se acess´ıvel, como navegar pelo corpo humano e
visualizar a Terra do espac¸o sem sair do lugar. E´ dif´ıcil, portanto, prender a atenc¸a˜o do
aluno em aulas feitas com conjunto lousa + professor. Enta˜o, por que fazemos o mesmo
quando se podemos fazer diferente? Uma vez que os alunos gostam tanto de aulas que
utilizam a tecnologia, por que na˜o aproveitar essa oportunidade e usa´-la a nosso favor?
A aula pode entusiasmar os alunos de maneira ao menos parecida com que sa˜o excitados
pelos jogos e filmes de alta qualidade e com efeitos especiais.
A escola precisa modernizar-se a fim de acompanhar o ritmo da sociedade e na˜o se
tornar uma instituic¸a˜o fora de moda, ultrapassada e desinteressante. Embora lentamente,
ela esta´ fazendo isso. Saber que o aluno aprende com o que lhe prende a atenc¸a˜o todos
sabem. A questa˜o e´: esta˜o os professores, as escolas e os sistemas de ensino preparados
para tal mudanc¸a? Aulas modernizadas pelo uso de recursos tecnolo´gicos teˆm vida longa
e podem ser adaptadas para va´rios tipos de alunos, para diferentes faixas eta´rias e di-
5versos n´ıveis de aprendizado. O trabalho acaba tendo um retorno muito mais eficaz. E´
importante, no entanto, que haja na˜o apenas uma revoluc¸a˜o tecnolo´gica nas escolas. E´
necessa´ria a revoluc¸a˜o na capacitac¸a˜o docente, pois a tecnologia e´ algo ainda a ser desmis-
tificado para a maioria dos professores. Existe uma infinidade de programas dispon´ıveis
para atividades interativas e jogos; pore´m, alguns professores na˜o sabem como utiliza´-los.
Utilizar o computador em sala de aula e´ o menor dos desafios do professor: utilizar
o computador de forma a tornar a aula mais envolvente, interativa, criativa e inteligente e´
que parece realmente preocupante. O simples fato de transferir a tarefa do quadro para o
computador na˜o muda uma aula. E´ fundamental que a metodologia utilizada seja pensada
em conjunto com os recursos tecnolo´gicos que a modernidade oferece. O filme, a lousa
interativa, o computador, etc., perdem a validade se na˜o se mantiver o objetivo principal:
a aprendizagem. De acordo com Giraldo et al: ”...evidenciar aos estudantes a necessidade
de construir argumentos matema´ticos, e evitar que eles atribuam ao computador um
estatuto de verdade matema´tica...”. Entendemos com isto que as pro´prias limitac¸o˜es que
os softwares possuem servem como argumento de necessidade de fazer uma justificativa
matema´tica.
O conhecimento tem presenc¸a garantida em qualquer projec¸a˜o que se fac¸a do fu-
turo. Neste contexto, cabe a escola ampliar o conhecimento como espac¸o de realizac¸a˜o
humana, de alegria e de contentamento cultural; selecionar e rever criticamente a in-
formac¸a˜o; formular hipo´teses; ser criativa e inventiva. Inovar, planejar se a me´dio ou lon-
gos prazos, fazer sua pro´pria reestruturac¸a˜o curricular. O uso de tecnologias na disciplina
Matema´tica torna-se, a cada ano de certa forma obrigato´rio, porque ha´ uma necessidade
cada vez maior de mostrar aos alunos, que a matema´tica que eles veˆem em sala de aula
teˆm aplicac¸o˜es em diversos ramos do conhecimento.
De acordo com Giraldo et al:
”...E´ importante destacar que, no encaminhamento proposto acima, na˜o e´
papel do computador converter-se em um crite´rio para verificar ou confirmar
a validade matema´tica da soluc¸a˜o. O papel fundamental do computador e´
o de motivar conjeturas e indicar caminhos para a soluc¸a˜o do problema e
para a generalizac¸a˜o desta soluc¸a˜o, ale´m de enriquecer a compreensa˜o desta
soluc¸a˜o por meio da articulac¸a˜o entre as representac¸o˜es alge´brica e gra´fica. A
validade ou na˜o da soluc¸a˜o devem ser baseadas exclusivamente em crite´rios de
argumentac¸a˜o matema´tica...”(GIRALDO et al, 2012, p. 44)
Segundo o autor primeiro deve-se partir da explorac¸a˜o de um exemplo particular no
ambiente gra´fico, o que nos permite chegar a uma conjectura sobre a soluc¸a˜o do problema.
Em um segundo momento, verifica-se matematicamente a validade desta conjectura. Em
seguida, deve-se voltar ao computador para a interpretac¸a˜o gra´fica do resultado.
6Finalmente, generalizamos o resultado, por meio de argumentos matema´ticos. To-
dos estes passos esta˜o ilustrados a seguir na figura 1.
Figura 1: O papel do computador na explorac¸a˜o inicial e na interpretac¸a˜o dos resultados
O nosso trabalho foi influenciado parcialmente pelo modelo proposto por Giraldo,
isto esta´ bem claro no cap´ıtulo 2.
1FONTE: GIRALDO, Victor; et al. Recursos Computacionais no Ensino de Matema´tica. Colec¸a˜o
PROFMAT. 1◦ edic¸a˜o. Rio de Janeiro. Sociedade Brasileira de Matema´tica. 2012. p. 44
1 X-LOGO
O software X-LOGO e´ um interpretador LOGO escrito em java que, atualmente,
roda em 8 idiomas: alema˜o, a´rabe, franceˆs, ingleˆs, espanhol, portugueˆs, galeˆs e espe-
ranto. Distribu´ıdo sob licenc¸a GPL, e´ um software livre e gratuito. Sua licenc¸a pode ser
encontrada na internet.
Esta linguagem desenvolvida nos anos 70 por Seymour Papert 1. Ela e´ excelente
para iniciar os estudos de programac¸a˜o, e ensina o ba´sico sobre temas como loops (lac¸os),
condicionais, procedimentos, etc. O usua´rio pode mover uma tartaruga dentro de uma
janela, usando comandos simples como ”parafrente”, ”paratra´s”, ”paradireita”, ou suas
abreviac¸o˜es, respectivamente, ”pf”, ”pt” e ”pd” entre outros comandos. Com cada mo-
vimento, a tartaruga deixa ou na˜o um ”rastro”atra´s de si (desenha uma linha) e desta
maneira se criam desenhos. Tambe´m e´ poss´ıvel lidar com palavras e listas. Ele e´ um
software de Matema´tica Dinaˆmica que une diversos campos da Matema´tica como por
exemplo: Geometria, A´lgebra e Ca´lculo Diferencial e Integral. Markus Hohenwarter e
uma equipe internacional de programadores auxiliaram no desenvolvimento deste soft-
ware, para aprender e ensinar matema´tica nas escolas. Os conceitos matema´ticos podem
ser solidificados com este programa, por exemplo para constru´ırmos um triaˆngulo, preci-
samos conhecer os conceitos de aˆngulo externo, condic¸a˜o de existeˆncia de triaˆngulos, sem
1Seymour Papert (Preto´ria, 1 de Marc¸o de 1928 – Blue Hill, Maine, 31 de julho de 2016) foi um
matema´tico e proeminente educador estadunidense nascido na A´frica do Sul. Lecionava no Massachusetts
Institute of Technology (MIT).Papert estudou na Universidade de Witwatersrand, graduado em 1949 e
obteve um PhD em matema´tica em 1952. Recebeu outro t´ıtulo de PhD, tambe´m em matema´tica, na
Cambridge University em 1959, onde foi orientado por Frank Smithies.Ele foi o teo´rico mais conhecido
sobre o uso de computadores na educac¸a˜o, um dos pioneiros da inteligeˆncia artificial e criador da linguagem
de programac¸a˜o LOGO (em 1967), inicialmente para crianc¸as, quando os computadores eram muitos
limitados, na˜o existia a interface gra´fica e muito menos a internet. Na educac¸a˜o, Papert cunhou o termo
construcionismo como sendo a abordagem do construtivismo que permite ao educando construir o seu
pro´prio conhecimento por interme´dio de alguma ferramenta, como o computador, por exemplo.Desta
forma, o uso do computador e´ defendido como auxiliar no processo de construc¸a˜o de conhecimentos, uma
poderosa ferramenta educacional, adaptando os princ´ıpios do construtivismo cognitivo de Jean Piaget a
fim de melhor aproveitar-se o uso de tecnologias.Papert morreu em sua casa em Blue Hill, Maine, em 31
de julho de 2016.
8os quais na˜o poderemos formar a figura. Trabalhamos alguns comandos e interpretac¸a˜o
deles de forma dinaˆmica.
1.1 COMANDOS E INTERPRETAC¸A˜O
Antes de comec¸ar a tratar dos comandos e suas interpretac¸o˜es, e´ importante lem-
brar que quando eles surgirem no texto destacaremos em ita´lico. O X-LOGO permite
que certos eventos sejam disparado por comandos internos, esses comandos sa˜o chama-
dos primitivas. Cada primitiva pode ter um certo nu´mero de paraˆmetros os quais sa˜o
chamados argumentos. Por exemplo, a primitiva ”ld”, que limpa a tela de desenho, a
primitiva ”dt”, faz com que a tartaruga desaparec¸a, essas primitivas na˜o exigem nenhum
tipo de argumento, enquanto que a primitiva ”parafrente” ou ”pf” exige um argumento,
por exemplo, pf 30 faz a tartaruga andar 30 passos para frente.
As primitivas pf e pd tem uma importaˆncia especial para o nosso trabalho, pois a
primeira traz a ideia de segmento e a segunda de aˆngulo de giro.
Os argumentos no LOGO sa˜o de treˆs tipos:
1. Palavras: Sa˜o sinalizadas pelo s´ımbolo aspas (”). Um exemplo de primitiva que
utiliza uma palavra como argumento e´ a primitiva mostre. mostre ”Oi devolve Oi.
Note que se por acaso este s´ımbolo for esquecido o interpretador retornara´ com uma
mensagem de erro. De fato, o comando mostre espera um argumento, sendo assim
para o interpretador a palavra (Oi), por exemplo na˜o significara´ nada, uma vez que
na˜o e´ um nu´mero, uma comando, uma lista, ou qualquer outra coisa definida em um
procedimento. Ela deve ser acompanhada do s´ımbolo aspas (”) para que o programa
a interprete como parte de uma procedimento ou lista.
2. Listas: Sa˜o argumentos definidos entre colchetes. Por exemplo, o comando repita
4[pf 100 pd 90] ira´ repetir 4 vezes o processo de andar 100 passos de tartaruga para
frente e virar 90◦ para a direita, tendo como resultado um quadrado de lado 100
passos de tartaruga. No apeˆndice deste trabalho esta˜o alguns procedimentos para
consulta.
3. Nu´meros: eles podem ser qualquer das treˆs variac¸o˜es de argumento, pois algumas
primitivas exigem nu´meros como argumento, por exemplo: pd 100, a tartaruga
vira 100◦ para direita. Eles sa˜o tratados em algumas instaˆncias como um valor
nume´rico por exemplo: pt 100, a tartaruga percorrera´ 100 unidades de passos de
tartaruga para tra´s e em outros casos sa˜o tratados como palavra, por exemplo:
mostre e´vazio? 12, o programa julgara´ se a palavra seguinte e´ verdadeira ou falso,
neste caso escrevera´ falso.
91.1.1 EXEMPLOS DE COMANDOS
Nesta sec¸a˜o listamos alguns exemplos de comandos. E´ o´bvio que nossa intenc¸a˜o
aqui na˜o e´ esgotar todos os comandos, e sim trazer a funcionalidade de alguns que foram
utilizados neste trabalho e outros que chamam atenc¸a˜o por suas particularidades.
REPITA
Existem ocasio˜es em que e´ necessa´rio efetuar a repetic¸a˜o de um trecho de programa
um determinado nu´mero de vezes. Neste caso, podera´ ser criado um looping que efetue
o processamento de um determinado trecho, tantas vezes quantas forem necessa´rias. Os
loopings tambe´m sa˜o chamados de lac¸os de repetic¸a˜o ou malhas de repetic¸a˜o. Com o
conhecimento adquirido ate´ este momento no software, o leitor com toda certeza iria
escrever o mesmo trecho, repetindo-o o nu´mero de vezes necessa´rias. O comando repita e´
importante porque faz este looping e evita que se escreva mais de uma vez uma sequeˆncia
lo´gica de procedimentos.
Ele pode ser utilizado direto na caixa de entrada ou em algum procedimento no
editor de texto. Abaixo esta´ um exemplo de como construir um quadrado de uma vez so´ na
caixa de entrada. Este comando como o nome mesmo diz, repete o procedimento escrito
entre pareˆnteses a quantidade de vezes que foi pre´-determinada. Observe que, durante o
passo-a-passo da construc¸a˜o (subitem 2.2.2) escreveu-se quatro vezes o comando pf e se
desejarmos que a tartaruga volte a posic¸a˜o inicial, se escrevera´ tambe´m 4 vezes o comando
pd 90, caso contra´rio digitando treˆs vezes este comando sera´ suficiente para se construir
o quadrado. Por esta raza˜o escreveu: repita 4[ pf 100 pd 90]. O detalhes para construir
o quadrado com um so´ comando esta˜o apresentados no subitem 2.2.3.
ROTULE
Este comando faz com que seja escrita uma mensagem, s´ımbolos ou palavras na
a´rea de transfereˆncia. Resolvemos fazer um texto que pisca com a frase BOM FIM DE
SEMANA para tanto basta escrever na caixa de entrada:
repita 8000 [mudecl verde rotule [BOM FIM DESEMANA] mudecl vermelho rotule [BOM
FIM DESEMANA] mudecl branco rotule[ BOM FIM DESEMANA]]
O efeito visual sera´ como se o texto estivesse piscando em cores diferentes, mas na verdade
o que o programa faz e´ pintar o texto alternadamente nas cores vermelho, branco e verde,
respectivamente, o programa fara´ isto 8000 vezes.
Um bom exerc´ıcio seria utilizar o comando rotule para rotular pontos plotados na
a´rea de transfereˆncia. A utilizac¸a˜o deste comando se da´ em meio a procedimentos lo´gicos.
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LEIA
Este comando faz aparecer um retaˆngulo na tela do X-LOGO, pedindo uma in-
formac¸a˜o pre´-determinada. Exemplo: LEIA [ QUANTOS ANOS VOCEˆ TEM?] ”IDADE
.
Depois de fornecida a informac¸a˜o pedida pelo programa, ele apenas leˆ e armazena
a informac¸a˜o na sua memo´ria. Normamente este comando na˜o e´ utilizado isoladamente
sua funcionalidade esta´ na criac¸a˜o de procedimentos lo´gicos, como os que tratamos na
subsec¸a˜o 1.2.
Vale ressaltar que e´ necessa´rio que seja introduzido no final do procedimento o
s´ımbolo (“) acompanhado de uma palavra ou letra, sena˜o o procedimento ficara´ incom-
pleto. Esta palavra na˜o precisa necessa´riamente ter relac¸a˜o com o tema do texto a ser lido
para que o comando funcione, ela serve apenas para completar o comando, no entanto,
para que na˜o fique muito desconexo e´ importante colocar palavras que tenham relac¸a˜o
com a informac¸a˜o que se deseja que o X-LOGO processe.
Depois de fornecida a informac¸a˜o pedida pelo programa, ele apenas leˆ e armazena
a informac¸a˜o na sua memo´ria. Normamente este comando na˜o e´ utilizado isoladamente
sua funcionalidade esta´ na criac¸a˜o de procedimentos lo´gicos, como os que foram tratados
em 1.2. A figura 1.1 ilustra o resultado do comando.
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Figura 1.1: Uso do comando Leia
MENSAGEM
Este comando faz aparecer uma mensagem escrita numa janela na caixa de entrada.
Exemplo: MENSAGEM [ A EDUCAC¸A˜O E´ UM DIREITO DE TODOS]
Vide a figura 1.2.
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Figura 1.2: Uso do comando mensagem
1.2 PROCEDIMENTOS
Procedimentos sa˜o comandos criados pelos usua´rios que sa˜o digitados no editor
de textos eles se iniciam com a palavra ”aprenda”e terminam com a palavra ”fim”. Na
figura 1.3 , situada abaixo, esta˜o o resultado e o procedimento simples que constro´i um
triaˆngulo. Procedimento: repita 3[pf 100 pd 120]
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Figura 1.3: Procedimento simples para construir um triaˆngulo
1.2.1 EDITOR
Neste subitem vamos fornecer algumas dicas de como se trabalhar com o editor de
textos
Ha´ treˆs modos de abrir o editor:
1. escrevendo ed na linha de comandos (na parte superior da tela). O editor abre para
exibir todos os procedimentos ja´ definidos.
2. pressionando o bota˜o Editor no canto inferior direito da janela do XLogo;
3. utilizando as teclas de atalho Alt+E.
A figura 1.4 abaixo mostra a janela do editor.
14
Figura 1.4: Editor de texto
Na figura 1.5 2 os boto˜es que voceˆ encontrara´ no Editor:
Figura 1.5: Boto˜es do editor
Vale ressaltar que clicar no bota˜o que habitualmente utilizamos para fechar janelas
2X-LOGO. Manual do Usua´rio. Dispon´ıvel em:¡http://xlogo.tuxfamily.org/pt/¿. Acesso em 10 jun.
2017
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no computador - bota˜o retangular, normalmente vermelho marcado com um X- no canto
superior direito da janela de t´ıtulo, na˜o produz efeito algum. Somente os dois primei-
ros boto˜es acima citados na figura 1.5 permitem sair do editor. Para apagar (eliminar)
procedimentos, na˜o adianta utilizar a tecla BACKSPACE ou selecionar tudo e deletar
os procedimentos do editor, pois eles so´ desaparecera˜o naquele momento. Se o editor
for fechado e aberto novamente o texto antes apagado aparecera´ outra vez. Caso deseje
que o texto seja apagado definitivamente basta utilizar quaisquer das primitivas elimine,
eliminetudo ou et. Com relac¸a˜o ao uso de caracteres deve se tomar alguns cuidados. Por
exemplo o caractere barra invertida, ou backslash ”upslope ”permite colocar espac¸o entre pa-
lavras ou uma nova linha. O comando ”upslopen”faz a quebra de linha enquanto ”upslope”seguido
de um espac¸o, indica espac¸o numa palavra.
Exemplo: mostre Geometria upslope plana
Geometria plana
mostre Geometria upslopen plana
Geometria
plana
Se desejar escrever o caractere ”upslope”sera´ necessa´rio escreveˆ- duas vezes ”upslopeupslope”.
mostre upslopeupslope xlogo. Obteˆm-se:
/ xlogo
Da mesma forma os caracteres “ $ () [] #” sa˜o reservados para a linguagem Logo.
Sendo assim, se necessitar representa´-los, sera´ necessa´rio utilizar o caracter ””antes.
Exemplo:
mostre /(/xlogo/)
(/xlogo/)
Vale ressaltar que o XLOGO na˜o faz distinc¸a˜o entre maiu´sculas e minu´sculas para proce-
dimentos e primitivas. Sendo assim, tanto faz escrever QUADRADO ou qUADdRAdO,
o interpretador de comandos o ”traduzira´”e executara´ corretamente como na figura 1.6.
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Figura 1.6: Resultado do procedimento que constro´i um quadrado
Por outro lado, XLOGO faz distinc¸a˜o para listas e palavras: mostre ”CaMpEa˜O
→ ”CaMpEa˜O (as letras maiu´sculas e minu´sculas sa˜o mantidas como escritas).
1.2.2 PROCEDIMENTOS LO´GICOS
Destacaremos aqui alguns procedimentos lo´gicos ba´sicos que podem ser compilados
no X-LOGO.
JUNTANDO DOIS PROCEDIMENTOS
Abrindo o editor digite o seguinte procedimento:
aprenda idade
leia [Qual e´ a sua idade?] ”idade
atr ”idade pri :idade
se : idade < 18[mo [ voceˆ e´ menor de idade]]
mensagem [ O RESPEITO E´ UMA GRANDE VIRTUDE]
fim
Na figura 1.7 aparece o este procedimento escrito no programa.
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Figura 1.7: Juntando dois procedimentos no editor
Apo´s clicar no bota˜o que tem o formato da roupa da tartaruga (No LINUX e´
poss´ıvel colocar um pinguim no lugar) o X-LOGO imediatamente responde com a men-
sagem: ”Voceˆ definiu idade”.
Figura 1.8: Interac¸a˜o com o usua´rio
Se em seguida digitarmos a palavra ”idade” o programa abrira´ uma janela retan-
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gular com a seguinte pergunta: ”Qual e´ a sua idade?”. Digitando uma idade inferior a 18
anos o programa respondera´: ”Voceˆ e´ menor de idade”, caso digite uma idade superior
a 18 anos o programa na˜o tera´ ac¸a˜o para realizar uma vez que na˜o foi definido nada no
procedimento caso isto ocorra.
Cada parte do procedimento tem sua importaˆncia. A tabela 1.2.2 mostra com mais
detalhes as primitivas trabalhadas aqui.
Comando Abreviac¸a˜o Interpretac¸a˜o
atribua atr atribui valor a uma varia´vel
primeiro pri retorna o primeiro elemento de uma lista ou palavra.
mostre mo mostra a palavra, resultado da lista, nu´mero.
Tabela 1.1: Func¸o˜es das primitivas utilizadas no procedimento.
Por exemplo, a primitiva leia leˆ e armazena na memo´ria do programa a informac¸a˜o
que sera´ digitada na caixa retangular como mostra a figura 1.8. Ela e´ a primeira primitiva
acionada ao digitar-se a palavra ”idade”. Depois de feita a leitura entra em ac¸a˜o a segunda
parte do procedimento. A primitiva ”atr” e´ a forma abreviada da primitiva ”atribua”,
ela atribui valor lo´gico a palavra ”idade”. Em seguida o procedimento compara a idade
digitada com o valor delimitado, no nosso caso 18 anos. Isto ocorre por causa da primitiva
”pri” que e´ uma abreviac¸a˜o da primitiva ”primeiro”. Ela retorna a palavra ”idade”,
que atribu´ımos valor lo´gico neste procedimento. Se o procedimento tivesse terminado
neste ponto o programa traria como resposta: ”O que devo fazer com 12 anos?”, por
esta raza˜o acrescentamos a linha: se : idade < 18[mo [ voceˆ e´ menor]]. Nesta parte
a primitiva condicional ”se” estabelece uma condic¸a˜o caso a idade seja menor que 18
anos. A primitiva ”mo”, abreviac¸a˜o da primitiva ”mostre”, mostra como resposta do
procedimento a frase: ”Voceˆ e´ menor de idade”. Completamos o procedimento com o
comando mensagem. Independente da resposta do procedimento anterior a mensagem: ”O
RESPEITO E´ UMA GRANDE VIRTUDE” apareceria, haja vista que apesar de estarem
sendo usados juntos eles na˜o esta˜o relacionados. Mesmo que tivemos acrescentado mais
uma linha para indicar que a idade digitada fosse de uma pessoa maior de idade. Portanto
esta u´ltima linha poderia ser retirada sem nenhum preju´ızo ao procedimento.A figura 1.9
mostra a u´ltima parte do procedimento
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Figura 1.9: Mensagem isolada
Um bom exerc´ıcio seria incrementar este procedimento com mais condicionais fa-
zendo com que o programa fornec¸a respostas diferentes para os casos em que sejam di-
gitadas idades maiores que 18 anos, e tambe´m no caso em que se digitar exatamente 18
anos. Na˜o fizemos isto aqui porque a ideia e´ estimular ao aluno tentar sempre melhorar
o procedimento realizado estabelecendo novas condic¸o˜es.
PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEIROS NU´MEROS I´MPARES
Vamos criar um procedimento que soma os n primeiros nu´meros ı´mpares. Abrindo
o editor de textos digite os seguintes comandos.
aprenda quadradoperfeito
leia [Quantos nu´meros ı´mpares voceˆ deseja somar?] ”n
se : n > 0 [sa´ıda :n*:n]
fim
Apertando o bota˜o que tem o formato da roupa da tartaruga o programa respon-
dera´ com uma mensagem na caixa de sa´ıda: voceˆ definiu quadradoperfeito. O comando
funcionara´ ao digitar quadradoperfeito na caixa de entrada. Fazendo isto ira´ aparecer
na tela uma janela com a mensagem: Quantos os nu´meros ı´mpares voceˆ deseja somar?.
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Depois que o usua´rio escrever a quantidade e apertar a tecla ENTER o programa res-
pondera´ como mostra a figura 1.10. O procedimento criado fara´ com que o programa
leia o nu´mero digitado na caixa de entrada atrave´s do comando leia e o armazenara´ em
sua na memo´ria, em seguida fara´ as operac¸o˜es definidas no procedimento. A sa´ıda e´ a
resposta que o programa da´ ao procedimento criado. Neste caso : n∗ : n, ou seja, elevar ao
quadrado o nu´mero digitado. A demonstrac¸a˜o deste fato esta´ no Apeˆndice deste trabalho.
Figura 1.10: Soma de nu´meros ı´mpares
A justificativa de que este procedimento sempre resulta num quadrado perfeito e´
simples e pode ser feita utilizando o princ´ıpio da induc¸a˜o matema´tica.
PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEIROS NU´MEROS NATURAIS
O procedimento abaixo soma os primeiros n nu´meros naturais. Abra o editor e
digite:
aprenda somanaturais
leia [Quantos nu´meros naturais voceˆ deseja somar?] ”n
se :n > 0 [sa´ıda :n*(:n+1)/2]
fim
O procedimento multiplica o nu´mero natural digitado por seu sucessor, em seguida divide
por dois o resultado. A n´ıvel me´dio o professor podera´ aproveitar o momento para co-
mentar sobre a soma dos termos de uma progressa˜o aritme´tica de raza˜o 1. A justificativa
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desta expressa˜o pode ser feita pelo princ´ıpio da induc¸a˜o matema´tica e, se encontra nos
Apeˆndices deste trabalho.
PROCEDIMENTO QUE IDENTIFICA SE UM NU´MERO E´ PRIMO OU SE
TEM ALGUM DIVISOR
Nesta subsec¸a˜o aparece um conceito ba´sico de programac¸a˜o que e´ a ideia do looping.
Segundo Manzano e Oliveira (2005), o looping e´ o processamento de um determinado
trecho do programa, tantas vezes quantas forem necessa´rias. Ele tambe´m e´ chamado de
lac¸os ou malhas de repetic¸a˜o.
Colocamos um procedimento bem interessante que identica atrave´s do comando
vai se um nu´mero e´ mu´ltiplo de algum outro, e ainda interage com o usua´rio mostrando
qual e´ o seu menor divisor, caso seja mu´ltiplo, ou afirmando que ele e´ primo. Para funci-
onar basta escrever vai 15 o programa determina se o nu´mero e´ primo, caso contra´rio ele
responde que e´ mu´ltiplo, e mostra seu menor fator primo. Este procedimento foi extra´ıdo
do site Projeto Logo 3. O procedimento abaixo ilustra a situac¸a˜o.
aprenda vai :x
se :x = 1 [mo [Por definic¸a˜o, o nu´mero um (”1”) na˜o e´ um nu´mero primo] paretudo]
se :x / 2 = inteiro (:x / 2) [mo sn [O nu´mero] sn :x [e´ par] pare] repita :x - 1
se 0 = resto :x (1 + cv) [mo sn [O nu´mero] sn :x [e´ mu´ltiplo de:] [mo 1 + cv paretudo]
se cv ∗ cv >: x mo sn :x [e´ um nu´mero primo!][ paretudo]
fim
Neste momento aparece mais uma vez o conceito de Condicionais4 que e´ muito importante
em programac¸a˜o. A ideia matema´tica ba´sica utilizada aqui e´ a do Crivo de Erato´stenes,
note que o procedimento excluiu o algarismo 1, caso ele seja digitado o programa imedia-
tamente responde: 1 na˜o e´ um nu´mero primo, em seguida, o programa vai guardando os
restos da divisa˜o do nu´mero digitado x por nu´meros primos, se em algum momento este
resto da divisa˜o for zero o programa responde: e´ mu´ltiplo de y, caso contra´rio ele continua
iterando ate´ quando y2 < x, se isto ocorrer o programa responde: x e´ um nu´mero primo.
Estes procedimentos lo´gicos sa˜o de suma importaˆncia para aguc¸ar o racioc´ınio dos
alunos. A ideia e´ que eles pensem matematicamente para resolver os problemas citados,
utilizem o programa para verficar que a conjectura matema´tica funciona, e por u´ltimo,
quando couber ao pu´blico alvo, verificar o porqueˆ dela funcionar.
3Fonte:Projeto Logo. Dispon´ıvel em: ¡http://projetologo.webs.com/dsf/¿. Acesso em: 18 jan 2018.
4Os condicionais tem por finalidade tomar uma decisa˜o. Eles sa˜o de treˆs tipos: simples, compostos e
encadeados. No caso dos condicionais simples, aparece apenas uma condic¸a˜o a ser satisfeita, no caso dos
condicionais compostos o programa deve tomar uma decisa˜o diferente a cada resposta ao procedimento,
enquanto que nos condicionais encadeados novas deciso˜es sa˜o tomadas depois das respostas do programa
as deciso˜es anteriores
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1.3 AVALIAC¸A˜O DO SOFTWARE
A avaliac¸a˜o do software mereceu atenc¸a˜o especial, pois o software X-LOGO esta´
diretamente relacionados ao processo de ensino-aprendizagem dos educandos, sendo as-
sim, a qualidade das atividades elaboradas e´ fator determinante para o sucesso ou fracasso
deste recurso educacional. A forma como ele for trabalhado pode ser fator motivador ou
ate´ desmotivador se as atividades elaboradas na˜o forem dosadas corretamente pelo pro-
fessor. Cabe a este ter sensibilidade suficiente para perceber se os alunos ja´ se encontram
exauridos.
De acordo com Silva (2012, p. 29), “e´ importante verificar de que forma essa
ma´quina pode ser mais bem utilizada no processo educacional , na˜o apenas no seu uso
em geral, mas especificamente para o uso das ferramentas elaboradas e destinadas ao ato
pedago´gico”.
A tarefa de avaliar um software educacional e´ uma etapa fundamental quando se
visa alcanc¸ar um ensino qualificado. Concordamos com Carvalho (2005) no que tange a
defender a descoberta do usua´rio mediante a informac¸a˜o dada de maneira parcial, a ideia
e´ que ele se sinta motivado a explorar cada vez mais o software e obter informac¸o˜es novas
que auxiliem no seu processo de cognic¸a˜o, portanto o software deve se mostrar atraente e
desafiador.
Na Figura 1.11 vemos um quadro com algumas perguntas espec´ıficas que devem
ser respondidas ele foi criado por Fantin 5
5FANTIN, Ka´tia. Metodologia de Avaliac¸a˜o de Software Educacional. Curso de Bacharelado em
Sistemas de Informac¸a˜o. Universidade de Caxias do Sul(UCS -CARVI)
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Figura 1.11: Avaliac¸a˜o do software
Vamos responder todas estas perguntas a` luz do X-LOGO.
1.3.1 FACILIDADE DE APRENDIZAGEM
O usua´rio localiza pontos de interesse com facilidade no programa? O
tempo para aprendizagem do programa, pelo usua´rio, e´ adequado?
O usua´rio teve dificuldades para se localizar no programa, inicialmente, mas logo
que se habituaram na˜o tiveram grandes dificuldades para realizar as tarefas propostas.
A maior dificuldade se encontrava nos conceitos matema´ticos que surgiam nos problemas
e na˜o no manuseio do programa. Quanto ao tempo que separamos para realizac¸a˜o das
atividades, ele foi considerado satisfato´rio. O nosso intuito e´ na˜o deixar que as atividades
se tornem exaustivas para que na˜o venham a gerar enfado e desinteresse.
1.3.2 FLEXIBILIDADE E EFICIEˆNCIA
Apo´s o usua´rio aprender a usar o programa, ele consegue ser produtivo
em suas tarefas? O programa se apresenta flex´ıvel, a fim de oferecer uma boa
experieˆncia tanto para os usua´rios leigos, quanto para os mais experientes?
O software possibilita ao discente aguc¸ar sua criatividade auxiliando na produc¸a˜o
de tarefas lo´gico-matema´ticas, ale´m de servir como um bom instrumento para a iniciac¸a˜o
a` linguagem ba´sica de programac¸a˜o. Ele e´ bem flex´ıvel podendo ser propostas atividades
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de diversos n´ıveis e conteu´dos, o que amplia o leque de atividades com o programa.
Atividades podem ser propostas desde as primeiras se´ries ensino do fundamental I ate´ ao
n´ıvel superior.
1.3.3 PREVENSA˜O DE ERROS
O programa previne que o usua´rio cometa erros? E quando os comete,
o programa da´ suporte de como recupera´-los? O programa fornece mensagens
de aviso, erro ou alternativas de forma adequada?
O X-LOGO na˜o previne os erros cometidos, mas avisa ao usua´rio quando e onde
ele foi cometido. O software aponta a linha onde esta´ o erro comentido no editor de
textos, mas na˜o o local exato onde foi cometido, isto pode trazer algumas dificuldades
para os mais leigos e com poucas experieˆncia no programa. Outra coisa que pode trazer
dificuldades e´ o fato de que qualquer caracter digitado erroneamente no editor fara´ com
que o procedimento na˜o funcione.
Caso o erro seja cometido na caixa de entrada o programa imediatamente interage
com o usua´rio indicando onde esta´ o erro. Na verdade o sofware interage com o usua´rio
em todas as suas ac¸o˜es estando elas certas ou erradas.
1.3.4 AJUDA E DOCUMENTAC¸A˜O
O programa fornece informac¸o˜es documentais e opc¸a˜o de ajuda? Se sim,
podem ser facilmente encontradas?
O programa fornece informac¸o˜es de ajuda na barra de ferramentas. Ela pode
ser encontrada facilmente pelo usua´rio no alto da tela do lado direito. Clicando no bota˜o
Ajuda aparecera´ quatro opc¸o˜es, a saber, Licenc¸a, Traduza a Licenc¸a, Traduza o X-LOGO
e Sobre... As func¸o˜es deste boto˜es sera˜o listadas abaixo:
1. Licenc¸a: Neste bota˜o encontramos a licenc¸a original do programa em ingleˆs.
2. Traduza a Licenc¸a: Podemos visualizar a traduc¸a˜o da licenc¸a para o Portugueˆs.
3. Traduza o X-LOGO : Aqui voceˆ pode criar uma nova traduc¸a˜o para algum idioma
que na˜o tem traduc¸a˜o dispon´ıvel, modificar uma traduc¸a˜o ja´ existente, completar
uma traduc¸a˜o, ou ainda consultar as traduc¸o˜es dispon´ıveis.
Ha´ tambe´m um link que o usua´rio pode encontrar mais informac¸o˜es numa pa´gina de
ajuda, ou ate´ mesmo enviar um e-mail para orientac¸o˜es.
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1.3.5 SATISFAC¸A˜O
O sistema atende satisfatoriamente as necessidades dos usua´rios?
Depende do tipo de recurso que o usua´rio deseja. Se ele pretender encontrar um
programa que auxilie a inserir conceitos matema´ticos o X-LOGO e´ este software, se pore´m
ale´m disso quiser imagens para registro ou compartilhamento ja´ na˜o aconselho, porque o
programa produz imagens de baixa resoluc¸a˜o. Abaixo temos duas figuras 1.12 e a 1.13
ilustram a diferenc¸a entre imagens produzidas no X-LOGO e no LibreOffice Draw. Elas
correspondem a 30% dos seus tamanhos originais. Escolhemos esta proporc¸a˜o porque
tamanhos maiores ocupam espac¸os maiores da pa´gina no caso do X-LOGO. Isto traria
para o registro a impressa˜o de erro de formatac¸a˜o da figura. Ja´ no LibreOffice Draw a
figura aparenta melhor formatac¸a˜o.
Figura 1.12: Triaˆngulo produzido no X-LOGO- 30% do tamanho original
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Figura 1.13: Imagem exportada do X-LOGO para o LibreOffice Draw - 30% do tamanho
original
Os gra´ficos e imagens extra´ıdas do software sa˜o de baixa resoluc¸a˜o e portanto sa˜o
pouco atrativas. A figura 1.12 foi exportada direto do programa, este recurso e´ pouco
atrativo, porque na˜o da´ para controlar o espac¸o que aparece entre a figura e a legenda da
figura. O interessante sa˜o as discusso˜es que surgem com o programa na construc¸a˜o dessas
figuras. Apesar disso os alunos ficaram satisfeitos com os recursos que o programa tem a
oferecer. Vale ressaltar que os discentes atuais teˆm perfil imediatista, por esta raza˜o na˜o
aconselhamos estender o projeto por um per´ıodo muito longo para na˜o gerar enfado.
Outro recurso importante do programa e´ a possibilidade do usua´rio alterar a roupa
da tartaruga de sete maneiras distintas deixando assim a sua interface mais amiga´vel.
1.3.6 ADEQUAC¸A˜O PEDAGO´GICA
O programa apresenta correspondeˆncia com os conteu´dos pedago´gicos
abordados nas disciplinas escolares? O software e´ utilizado como ferramenta para
auxiliar no ensino e aprendizagem de matema´tica. As atividades foram adequadas de
acordo com o grau de conhecimento matema´tico dos alunos. O software tambe´m pode
ser utilizado no ensino de Programac¸a˜o, Robo´tica, F´ısica, Ca´lculo, Geometria Anal´ıtica,
entre outras disciplinas.
1.3.7 UTILIDADE
O programa oferece as func¸o˜es necessa´rias para a realizac¸a˜o das tarefas?
O programa possui alguns comandos com func¸o˜es matema´ticas, mas e´ poss´ıvel uti-
lizar o EDITOR para trabalhar conceitos matema´ticos que na˜o possuem primitivas no
programa, utilizando um pouco de racioc´ınio lo´gico-matema´tico. Neste ponto tambe´m e´
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poss´ıvel utiliza´-lo para inserir conceitos ba´sicos de programac¸a˜o. E´ poss´ıvel criar procedi-
mentos que fazem conjugac¸a˜o verbal em verbos regulares e em verbos irregulares tambe´m,
mas este u´ltimo e´ muito mais trabalhoso. Neste caso ter´ıamos uma o´tima oportunidade
para trabalhar interdisciplinaridade. No site PROJETO LOGO e´ poss´ıvel encontrar di-
versos desafios e problemas interessantes para se trabalhar com este software.
1.3.8 ADEQUAC¸A˜O TE´CNICA
O programa apresenta tempo de execuc¸a˜o das tarefas adequado? As
exigeˆncias te´cnicas do programa sa˜o compat´ıveis com os equipamentos de in-
forma´tica dispon´ıveis?
Devemos ter em mente que toda vez que resolvermos trabalhar um software di-
ferente dos que estamos habituados a utilizar precisaremos saber se as ma´quinas de que
dispomos tem os requisitos necessa´rios para tal. No nosso caso, fez-se necessa´ria fazer
uma atualizac¸a˜o na plataforma JAVA dos computadores do laborato´rio de informa´rtica.
Quanto aos perife´ricos na˜o necessitamos de nenhum diferente do que habitualmente se
tem em um laborato´rio de informa´tica. Agora quanto ao tempo de execuc¸a˜o das tarefas
50 minutos foi suficiente para a execuc¸a˜o das atividades em cada aula. O ideal e´ propor
pelo menos um tarefa em cada aula.
2 TEMAS MATEMA´TICOS
2.1 ME´TODO DE HERON PARA APROXIMAC¸A˜O
DE RAIZ QUADRADA
Nesta sec¸a˜o vamos trabalhar o Me´todo de Heron1 para aproximar ra´ızes quadradas
apresentando um algoritmo recusivo simples que converge para a raiz quadrada.
2.1.1 O ALGORITMO E SUA DEMONSTRAC¸A˜O
O algoritmo funciona da seguinte maneira: assumindo a0 como uma aproximac¸a˜o
inicial da raiz quadrada de um nu´mero realA, temos:
a1 =
a0 +
A
a0
2
Uma aproximac¸a˜o melhor sera´ dada pela iterac¸a˜o seguinte:
a2 =
a1 +
A
a1
2
Prosseguindo desta forma teremos uma aproximac¸a˜o por excesso melhor a cada iterac¸a˜o.
Apo´s a escolha de uma aproximac¸a˜o inicial a0, podemos construir o algoritmo:
ak =
ak−1 +
A
ak−1
2
, ∀k ∈ N
E´ fa´cil verificar que an ≥
√
A, ∀k ∈ N.
De fato, pois se A = a · b, sendo a = ak > 0 e 0 < b = A
ak
, ∀k ∈ N, da´ı pela
desigualdade das me´dias:
1Hera˜o ou Heron de Alexandria foi um matema´tico que muito se destacou vivendo, provavelmente, no
per´ıodo de 150 a.C. a 250 d.C., ele contribuiu bastante em seus trabalhos para a Matema´tica e F´ısica de
forma numerosa e variada, sendo considerado um enciclopedista. No seu Livro A Me´trica, encontra-se o
me´todo de Hera˜o de aproximar a raiz quadrada de um nu´mero inteiro. Tal me´todo e´ hoje frequentemente
utilizado em algor´ıtmos por computadores e permite aproximac¸o˜es sucessivas.
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ak+1 =
ak +
A
ak
2
≥
√
ak · A
ak
=
√
A (2.1)
Para cada nu´mero natural k, encontraremos um nu´mero ak, aproximac¸a˜o por falta de
√
A.
Surge enta˜o o seguinte questionamento: Quantas dessas iterac¸o˜es sera˜o necessa´rias para
encontrar a aproximac¸a˜o desejada? A fim de evitar que o programa entre numa rotina
de ca´lculos exaustivos devemos impor um limite de iterac¸o˜es, que sera´ controlado por um
erro da aproximac¸a˜o. Por exemplo, se quisermos obter uma aproximac¸a˜o com 6 casas
decimais corretas, usamos uma aproximac¸a˜o ε = 10−6 e devemos, a cada iterac¸a˜o, checar
se o termo ak encontrado satisfaz a precisa˜o ε imposta inicialmente. O erro e´ dado por
Ek = |a2k − A|. Se Ek for menor que a precisa˜o ε, enta˜o tome ak como raiz aproximada.
Exemplo: Aproximar
√
6 pelo me´todo de Hera˜o com precisa˜o de ε = 10−5. Como
2 <
√
6 < 3, tomamos como aproximac¸a˜o inicial a0 = 2,4. Testamos o erro da apro-
ximac¸a˜o inicial. Como |2, 42 − 6| > 1.
Continuamos as iterac¸o˜es: Fazemos: k = 1 teremos:
a1 =
2, 4 +
6
2, 4
2
= 2, 45.
Como |2, 452 − 3| > 10−2, continuamos as iterando:
Para k = 2 teremos:
a2 =
2, 45 +
6
2, 45
2
= 2.44948979592.
E como |2, 449489795922 − 6| > 10−6, se continuarmos as iterac¸o˜es no pr´oximo
passo teremos:
a3 =
2, 44948979592 +
6
2, 44948979592
2
= 2, 44948974278.
Usando a mesma expressa˜o para o ca´lculo de ε observaremos que a3 e´ uma apro-
ximada de
√
6 , com precisa˜o ainda melhor que 10−6.
2.1.2 IMPLEMENTAC¸A˜O NO X-LOGO
No programa utilizamos o comando mostre para realizar esta tarefa. Vale ressaltar
que o algoritmo funcionaria se colocasse apenas os nu´meros, no entanto o programa daria
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a seguinte resposta para o usua´rio:O que devo fazer com ...?, indicando que o software
na˜o sabe o que fazer com a resposta. Agora ao utilizar o comando mostre ja´ estaremos
indicando que e´ para o programa apenas mostrar o resultado da recorreˆncia.
A figura 2.1 ilustra a situac¸a˜o de uma aproximac¸a˜o para
√
3 incluindo o ca´lculo do
erro no X-LOGO.
Figura 2.1: Aproximac¸a˜o de Heron para raiz quadrada de 3 com precisa˜o de 8 casas
decimais
Podemos observar que ao calcular uma aproximac¸a˜o da raiz quadrada por este
me´todo a convergeˆncia ocorre muito ra´pido. Isto faz com que este me´todo seja eficiente
quando se deseja uma aproximac¸a˜o com poucas casas decimais. Observe que com duas
iterac¸o˜es ja´ conseguimos uma aproximac¸a˜o excelente. Para mais detalhes sobre a prova
do Me´todo de Heron basta consultar o Apeˆndice B deste trabalho nele tambe´m ha´ uma
discussa˜o sobre a velocidade de convergeˆncia da recorreˆncia .
Vale ressaltar que esta aula, tambe´m poderia ser feita na sala de aula com aux´ılio
de uma boa calculadora cient´ıfica. Ale´m disso nos dias atuais ja´ existem celulares com
boas calculadoras alge´bricas, que tambe´m seriam capazes de nos fornecer excelentes apro-
ximac¸o˜es.
Resolvemos fazer esta atividade no X-LOGO para mostrar que os resultados ficam
melhor compreendidos neste programa. Isto ocorre pelo tipo de interac¸a˜o que o mesmo
faz com o seu usua´rio. Nele o feedback ocorre imdiatamente, mostrando eventuais erros
que porventura tenham ocorrido no processo.
Segue como sugesta˜o de atividade a implementac¸a˜o deste me´todo no editor, talvez
neste momento eles ja´ tenham maturidade suficiente com o programa para resolver tal
problema. Seria interessante criar uma linha de co´digos que va´ calculando aproximac¸o˜es
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ate´ um certo erro pre´-determinado, e que fac¸a o programa parar quando encontrar tal
erro.
Vamos listar abaixo alguns conteu´dos que podem ser trabalhados nesta atividade
a n´ıvel fundamental.
• decimais.
• frac¸o˜es.
• me´dia aritme´tica.
• ra´ızes quadradas.
• ideia de recorreˆncia.
2.2 POLI´GONOS REGULARES
Inicialmente construiremos pol´ıgonos regulares utilizando apenas primitivas afim
de fazer uma conjectura que nos pemitira´ todos os pol´ıgonos regulares em func¸a˜o do seu
nu´mero de lados. Ale´m disso esta sec¸a˜o nos permitira´ estudar os seguintes conceitos
matema´ticos:
• segmento.
• aˆngulos interno e externo.
• soma de aˆngulos internos e externos de um pol´ıgono qualquer.
Vale ressaltar que tambe´m aparecem ideias ba´sicas de programac¸a˜o nesta sec¸a˜o. Sa˜o elas:
• leitura e armazenamento de valores de varia´veis aleato´rias.
• lac¸os.
2.2.1 CONSTRUC¸A˜O DO TRIAˆNGULO EQUILA´TERO
A construc¸a˜o do triaˆngulo equila´tero depende do conhecimento de suas proprie-
dades ba´sicas, a saber, treˆs lados iguais e treˆs aˆngulos iguais. Portanto utilizaremos a
primitiva pf para movimenta a tartaruga para frente, e a primitiva pd para mover a tar-
taruga para direita. A medida do segmento na˜o e´ importante, desde que sejam todos
iguais. Por esta raza˜o vamos fixar 100 passos de tartaruga como medida. Seguem abaixo
os comando que constroem um triaˆngulo equila´tero.
pf 100 pd 120
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Pol´ıgono regular Nu´mero de lados Aˆngulo externo em graus Comando
triaˆngulo equila´tero 3 360
3
repita 3 [PF 100 PD 120]
quadrado 4 360
4
repita 4 [PF 100 PD 90]
penta´gono 5 360
5
repita 5 [PF 100 PD 72]
hexa´gono 6 360
6
repita 6 [PF 100 PD 60]
enea´gono 9 360
9
repita 9 [PF 100 PD 40]
deca´gono 10 360
10
repita 10 [PF 100 PD 36]
dodeca´gono 12 360
12
repita 12 [PF 100 PD 30]
icosa´gono 20 360
20
repita 20 [PF 100 PD 18]
n-a´gono n 360
n
repita n [PF 100 PD 360
n
]
Tabela 2.1: Tabela de construc¸a˜o de pol´ıgonos regulares
pf 100 pd 120
pf 100 pd 120
Observe que como os comandos se repetem treˆs vezes, utilizar o comando repita ajudaria
muito na construc¸a˜o, haja vista que, podemos construir o triaˆngulo de modo mais pra´tico
com este comando. Observe como ficaria digitando o comando abaixo na caixa de entrada.
repita 3[pf 100 pd 120]
2.2.2 CONSTRUC¸A˜O DO QUADRADO
Agora a figura que desejamos construir deve ter todos os seus lados e aˆngulos
iguais. Como o objetivo e´ apenas utilizar primitivas podemos pensar da mesma forma da
sec¸a˜o 2.2 atentando para o fato de serem quatro lados iguais. Seguindo a mesma lo´gica
utilizaremos as primitivas pf e pd :
pf 100 pd 90 pf 100 pd 90 pf 100 pd 90 pf 100 pd 90.
2.2.3 CONSTRUC¸A˜O DE UM POLI´GONO REGULAR QUAL-
QUER
De posse das ideias trabalhadas nas secc¸o˜es 2.2.1 e 2.2.2, observamos que ao dividir
o aˆngulo de 360◦ pelo nu´mero de lados do pol´ıgono que desejamos construir obteremos o
aˆngulo que a tartaruga deve girar(aˆngulo externo) para fazer sua construc¸a˜o. Tambe´m
observamos que o nu´mero de lados do pol´ıgono e´ igual ao nu´mero de vezes que as primitivas
se repetem no procedimento. A tabela 2.1 ilustra a situac¸a˜o:
A tabela 2.6.4 e´ uma conjectura que pode ser provada a partir do aˆngulo interno de
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um pol´ıgono regular. Sabemos que um pol´ıgono de n lados, possui n ve´rtices e portanto
n aˆngulos internos todos iguais, ja´ que ele e´ regular.
Lema 2.2.1. Um pol´ıgono regular de n lados pode ser dividido em n − 2 triaˆngulos, e
cada aˆngulo interno (ai) possui medida ai =
180 · (n− 2)
n
Demonstrac¸a˜o. A prova do lema 2.2.1 e´ simples. Basta observar que de cada ve´rtice
partem n− 3 diagonais (na˜o contam os ve´rtices adjacentes nem o ve´rtice escolhido) como
mostra a figura 2.2, portanto este pol´ıgono ira´ formar, a partir deste ve´rtice n−3+1 = n−2
triaˆngulos.
Figura 2.2: Nu´mero de triaˆngulos que podem ser formados a partir de um ve´rtice
Agora pelo fato da soma dos aˆngulos internos de cada triaˆngulo ser 180◦, teremos
que a soma de todos os aˆngulos internos sera´ 180 · (n − 2), e como o pol´ıgono possui n,
isto resulta que cada aˆngulo interno tera´ medida igual a
180 · (n− 2)
n
.
Agora vamos mostrar que em um pol´ıgono regular cada aˆngulo externo mede :
ae =
360
n
Demonstrac¸a˜o. De acordo com o lema 2.2.1 se dividirmos o pol´ıgono regular em triaˆngulos,
ele formara´ n− 2 triaˆngulos, e cada aˆngulo interno mede ai = 180 · (n− 2)
n
.
Como o aˆngulo interno e seu correspondente aˆngulo externo sa˜o suplementares, temos
que:
ai + ae = 180
◦ ↔
180 · (n− 2)
n
+ ae = 180↔
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180 · n
n
− 360
n
+ ae = 180↔
180− 360
n
+ ae = 180
E portanto ae =
360
n
.
lados dele. Fizemos tal procedimento no editor de texto, segue abaixo a lista de
procedimentos.
aprenda pol´ıgono
leia[ Informe a quantidade de lados do pol´ıgono regular que deseja desenhar?] ”n
atr ”pol´ıgono pri :pol´ıgono
repita :n [pf 50 pd 360/:n]
fim
Apo´s feito isto deve-se clicar no bota˜o que tem o desenho da tartaruga. O programa
respondera´ com a seguinte mensagem:voceˆ definiu pol´ıgono. A figura 2.3 ilustra a situac¸a˜o.
Figura 2.3: Procedimento de generalizac¸a˜o
Para testar o procedimento basta digitar na caixa de entrada a palavra pol´ıgono.
Feito isto programa ira´ interagir com o usua´rio, abrindo uma janela com a mensagem:
Informe a quantidade de lados do pol´ıgono regular que deseja desenhar? ao digitar o
nu´mero de lados o programa imediatamente desenhara´ o pol´ıgono desejado. A figura 2.4
ilustra a situac¸a˜o.
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Figura 2.4: Resposta do programa ao procedimento
A figura 2.5 mostra o resultado da construc¸a˜o de um octo´gono.
Figura 2.5: Construc¸a˜o de um pol´ıgono de 8 lados utilizando o procedimento feito no
editor de texto
Esta sec¸a˜o e´ muito importante para melhorar a visa˜o geome´trica dos discentes, pois
as construc¸o˜es dos pol´ıgonos necessitam de um conhecimento teo´rico pre´vio da situac¸a˜o
problema. Eles precisam saber qual e´ o aˆngulo de giro necessa´rio para fazer sua construc¸a˜o.
O aprendizado e´ maior quando os discentes percebem sem o aux´ılio do professor a relac¸a˜o
que existe entre o aˆngulo de giro e o nu´mero de lados do pol´ıgono. Tambe´m e´ importante
para esta atividade, que os alunos percebam que a medida dos lados dos pol´ıgonos tratados
nesta sec¸a˜o sa˜o irrelevantes pelo fato de se tratarem de figuras regulares. quanto mais
autonomia os discentes tiverem mais ira˜o progredir com o software.
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2.3 ALGORITMO DE EUCLIDES
2.3.1 O MA´XIMO DIVISOR COMUM
Antes de falar do ma´ximo divisor comum, vamos primeiro definir o que e´ um divisor
de um nu´mero inteiro.
Teorema 2.3.1. Dados dois nu´neros inteiros a e b, diremos que a divide b, escrevendo
a | b, quando existir um c ∈ Z, tal que b = c · a. Neste caso, tambe´m diremos que a e´ um
divisor ou um fator de b ou, ainda, que b e´ um mu´ltiplo de a, ou que b e´ divis´ıvel por a.
O conjunto formado pelos divisores comuns de a e b e´ denotado por D(a, b) . Vale
ressaltar que sendo o nu´mero 1 divisor de qualquer nu´mero inteiro, em particular, se
forem escolhidos nu´meros a e b, certamente 1 sera´ um divisor comum de ambos. Logo, o
conjunto D(a, b) e´ na˜o vazio, pois 1 ∈ D(a, b).
Se a 6= 0 e d for um divisor de a e b, enta˜o |d| ≤ |a|. Logo o conjunto D(a, b) e´
limitado e tem um elemento ma´ximo, ou seja, existe um divisor comum de a e b maior
que todos os demais. Analogamente, para b 6= 0, o conjunto D(a, b) tambe´m tem um
elemento ma´ximo. O u´nico caso que D(a, b) na˜o e´ limitado superiormente e´ o conjunto
D(0, 0), ja´ que zero e´ mu´ltiplo de qualquer inteiro. Usaremos a notac¸a˜o (a, b) = mdc(a, b)
para denotora o ma´ximo divisor comum entre os nu´meros a e b.
Exemplo 2.3.1. Agora apresentamos o Algor´ıtmo de Euclides para o ca´lculo de mdc(a, b).
(15, 6) = (15, 9) = (9, 6) = (6, 3) = (3, 3) = (3, 0)⇔ mdc(15, 6) = 3.
Alternativamente escrevemos:
(15,6) = (6, 15 – 2 · 6) = (6, 3) = (3, 6 – 2 · 3)=(3, 0) ⇔ mdc(15, 6)= 3
Vamos demonstrar a validade do Algoritmo de Euclides.
Demonstrac¸a˜o. Sejam a e b dois nu´meros inteiros positivos, podemos supor sem perda de
generalidade que a > b. Se d um divisor comum de a de b. Enta˜o pela divisa˜o euclidiana
teremos:
a = d · k1
b = d · k2
Note que k1 > k2, pois a > b.
Enta˜o a diferenc¸a a − b: a − b = d · k1 − d · k2 da´ı teremos: a − b = d · (k1 − k2),
observe que a diferenc¸a k1 − k2 > 0.
Segue-se que d divide a− b.
Mostramos que se d|a e d|b, enta˜o d|(a− b).
Agora mostraremos que se d e´ um divisor de a e a− b, enta˜o d divide b.
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Da´ı podemos escrever:
a = d · j1
a− b = d · j2
Note que j1 > j2, pois a > a− b.
Da´ı a diferenc¸a:
a− (a− b) = b⇒ b = d · (j1 − j2).
Logo d divide b
Juntando os dois resultados podemos escrever que se a, b e d sa˜o nu´meros inteiros
tais que:
d|a e d|b , enta˜o d, |a e d|(a− b)
Em outras palavras qualquer divisor comum de a e b e´ tambe´m divisor dos nu´meros
a e de a – b, e vice-versa. Da´ı:
mdc(a, b) = mdc(a, a− b).
2.3.2 PROCEDIMENTO PARA CALCULAR O MDC NO X-
LOGO
Criamos um procedimento que calcula calcula rapidamente o ma´ximo divisor co-
mum de dois nu´meros inteiros positivos. Digite na janela de a´lgebra o comando: resto 15
6 para calcular o mdc(15, 6).
Observe que ira´ aparecer uma mensagem em vermelho na janela de visualizac¸a˜o”Que
devo fazer com 3?”.Para resolver este problema basta incluir o comando ”mostre resto 15
6”, e observe que na˜o aparece mais a mensagem como na Figura 2.6
Figura 2.6: Mostre resto 15 6
Fazendo agora o mesmo processo com os nu´meros 6 e 3 obteremos zero como
resposta. Na Figura 2.7 esta´ o resultado do procedimento.
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Figura 2.7: Mdc (15,6)
Como o u´ltimo resto e´ o nu´mero zero conclu´ımos que mdc(15, 6) = 3, resto anterior
na˜o nulo. Agora resta a pergunta: Que conceito matema´tico garante que o resultado deste
procedimento e´ o ma´ximo divisor comum dos nu´meros 15 e 6?
A resposta a esta pergunta e´: O Algoritmo de Euclides.
Voltando ao procedimento: mostre resto 15 6, o resultado que o programa nos
fornece e´ 3. Iterando novamente, ele pegara´ o quociente da divisa˜o anterior e dividira´
pelo u´ltimo resto obtido, neste caso ficara´ mostre resto 6 3, obtendo zero como resposta.
Portanto o conceito matema´tico utilizado no X-LOGO, que garante que este pro-
cesso resulta no mdc e´ o Algoritmo de Euclides.
No exemplo escolhido chegamos rapidamente ao (15, 6), mas escolhidos dois nu´meros
inteiros positivos a e b, este processo poderia ser feito tantas vezes quanto fosse necessa´rio
ate´ obter o u´ltimo resto igual a zero. Procedendo desta maneira o resto anterior ao resto
nulo sera´ (a, b).
Esta atividade poderia ser feita sem dificuldade com alunos a partir do sexto ano do
ensino fundamental, haja vista que os conceitos envolvidos sa˜o elementares e dependem de
poucos conceitos matema´ticos. Os u´nicos pre´-requisitos para que o aluno possa entender
os procedimentos feitos no programa e´ a divisa˜o euclidiana, multiplicac¸a˜o e subtrac¸a˜o.
2.4 UM POUCO SOBRE NU´MEROS PALI´NDROMOS
OU CAPI´CUA
Vamos agora criar um procedimento que gera nu´meros pal´ındromos ou cap´ıcuas.
Mas o que sa˜o estes nu´meros? O diciona´rio Aure´lio de L´ıngua Portuguesa apresenta
a seguinte definic¸a˜o para pal´ındromos : ”Diz-se da frase ou palavra que, ou se leia da
esquerda para a direita, ou da direita para a esquerda, tem o mesmo sentido”. Observe
que este termo e´ mais aplicado para palavras ou frases, mas tambe´m e´ comum veˆ-lo se
referindo a nu´meros. Sa˜o exemplos de pal´ındromos: 11, 22, 121, 2332, 1234321.
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Tambe´m e´ comum o termo cap´ıcua, quando se trata de nu´meros. O site ”UOL
apoio escolar” tra´s a seguinte definic¸a˜o: ”A palavra Cap´ıcua tem origem catala˜ ”cap i
cua”, ”cabec¸a e cauda”. Conhecido tambe´m por nu´mero pal´ındromo, e´ um nu´mero (ou
conjunto de nu´meros) que, lido da direita para a esquerda ou da esquerda para a direita,
e´ ideˆntico”.
Nosso objetivo nesta atividade e´ usar o X-LOGO para construir nu´meros com esta
caracter´ısticas e discutir seus aspectos e padro˜es.
2.4.1 ALGORI´TMO PALI´NDROMO
De posse destes conceitos utilizamos o procedimento abaixo no X-LOGO para
produzir alguns pal´ındromos.
Basicamente o algoritmo inverte o nu´mero digitado na caixa de entrada e soma com
o nu´mero invertido. O processo e´ repetido ate´ que aparece um pal´ındromo. Exemplos:
1. Digitando palin 32 o programa fara´:
32+23=55
2. Digitando palin 28 o programa fara´:
28+82 = 110 110+ 011 = 121
3. Digitando palin 176 o programa fara´:
176 + 671 = 847
847 + 748 = 1595 1595 +5951 =7546 7546 + 6457 = 14003 14003 + 30041 = 44044
44044
Observe que alguns nu´meros no exemplo geram pal´ındromos rapidamente enquanto o
u´ltimo necessita de mais iterac¸o˜es para poder gerar um pal´ındromo.
Abaixo esta´ o procedimento a ser compilado no programa.
aprenda invertep :p
se e´vazio? :p [sa´ıda ”]
sa´ıda pal ult :p invertep su :p
fim
aprenda palindromo :p
se sa˜oiguais? :p invertep :p [sa´ıda ”verd] [sa´ıda ”falso]
fim
aprenda palin :n
40
se palindromo :n [mo :n pare]
mostre sn sn sn sn :n ”mais invertep :n [e´ igual a] soma :n invertep :n
palin :n + invertep :n
fim
Para que possa funcionar corretamente este procedimento deve ser escrito na janela editor
de texto como mostra a Figura 1.2.
Apo´s ter inserido o procedimento na janela do editor deve-se clicar na janela do
alto mais a` esquerda da tela, a que tem o formato da tartaruga. Feito isto escreve-se, por
exemplo, palin 68 e o programa ira´ produzir um pal´ındromo com este nu´mero. Observe
a Figura 2.8.
Figura 2.8: figuras/Palindromo 68
Vamos mostrar como funciona o procedimento. Inicialmente devemos ensinar a
tartaruga a fazer este novo procedimento para tanto deve-se digitar “aprenda” na janela
do editor.
Observe que este procedimento foi dividido em treˆs pedac¸os, da qual o primeiro e´:
aprenda invertep :p
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se e´vazio? :p [sa´ıda ”]
sa´ıda pal ult :p invertep su :p
fim
Esta parte tem a func¸a˜o de apenas inverter o nu´mero digitado na janela de co-
mando. Se apenas esta parte for digitada o programa apenas invertera´ o nu´mero e o
programa na˜o sabera´ o que fazer com o resultado. Mostrando na janela de visualizac¸a˜o
o nu´mero invertido e a seguinte mensagem:”O que devo fazer com 86”. Caso o nu´mero
digitado seja ”invertep 68. A segunda parte e´ responsa´vel por verificar se o nu´mero e´
pal´ındromo ou na˜o.
aprenda palindromo :p
se sa˜oiguais? :p invertep :p [sa´ıda ”verd] [sa´ıda ”falso]
fim
Da´ı ao se escrever “palindromo 35” na janela de comando, o programa verifica se
35 e´ pal´ındromo e responde na janela de visualizac¸a˜o com a seguinte mensagem: ”O que
devo fazer com falso?”. O programa verificou que o nu´mero 35 na˜o e´ pal´ındromo, mas na˜o
sabe o que fazer com o resultado. O programa verifica se o nu´mero resultado da inversa˜o
e´ igual ao invertido, se isto ocorrer ele responde: ”Que devo fazer com verd?”, se isto na˜o
for verdadeiro, enta˜o ele retornara´ com a segunda sa´ıda [falso]. Observe que o programa
na˜o sabe o que fazer com a resposta, pelo retorno que ele da´ ao usua´rio: “Que devo fazer
com falso?”.
Neste momento aparece a terceira parte do procedimento para completa´-lo. aprenda
palin :n
se palindromo :n [mo :n pare]
mostre sn sn sn sn :n ”mais invertep :n [e´ igual a] soma :n invertep :n
palin :n + invertep :n
fim
Esta parte relaciona as duas partes anteriores. Se o nu´mero digitado for pal´ındromo
o programa para de compilar e mostra o nu´mero na janela de visualizac¸a˜o, caso isto
na˜o ocorra ele inverte o nu´mero e soma com o nu´mero invertido, da´ı se o resultado for
pal´ındromo ele para e mostra o nu´mero, caso contra´rio ele repete o mesmo procedimento
ate´ encontrar um pal´ındromo como na Figura 2.9.
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Figura 2.9: Pal´ındromo gerado pelo 89
No caso do 89 sa˜o necessa´rias 24 iterac¸o˜es para se encontrar um pal´ındromo. A
conjectura pal´ındroma e´ que, independente do nu´mero escolhido, sempre se chega a um
pal´ındromo apo´s um nu´mero finito de iterac¸o˜es do procedimento, mas na˜o se pode afirmar,
com certeza, que o procedimento sempre resultara´ num pal´ındromo. Existem nu´meros
para os quais na˜o se sabe se geram pal´ındromos por este procedimento.
Existem nu´meros que parecem nunca formar pal´ındromos, porque o procedimento
aplicado a eles parece na˜o ter fim, o menor nu´mero inteiro com esta caracter´ıstica e´
196. Charles W. Trigg, um matema´tico da Califo´rnia, examinou a conjectura em 1967
no seu artigo Palindromes by Addition e encontrou 249 inteiros menores de 10.000 que
aparentemente na˜o geram pal´ındromos apo´s 100 passos. O menor deles e´ o 196. Tais
nu´meros sa˜o chamados de nu´meros de Lychrel. Um problema que se po˜e e´ determinar se
o nu´mero 196 e´ um nu´mero de Lychrel. A busca para resolver este problema e´ conhecida
como o Algoritmo 196 ou o Problema 196, mas normalmente chamado de 196 Palindrome
Quest. Um dos problemas em aberto da Teoria dos Nu´meros e´ encontrar os nu´meros de
Lychrel. Harry J. Saal realizou em 1975, no Centro Cient´ıfico de Israel, 237.310 passos do
nu´mero 196 sem encontrar pal´ındromos
No blog “196 e outros nu´meros de Lychrel” voceˆ encontra va´rios resultados de
estudos feitos sobre estes nu´meros misteriosos, entre eles se destacam os trabalhos de Jason
Doucette, que chegou a impressionantes 13 milho˜es de d´ıgitos apo´s sucessivas iterac¸o˜es do
nu´mero 196 sem obter pal´ındromo para tanto ele gastou 288,8 dias no a´rduo processo. O
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nu´mero publicado no site dele esta´ num bloco de notas de tamanho 13 megabytes.
Em fevereiro de 2006 Landingham completou 699 milho˜es de iterac¸o˜es, alcanc¸ando
um nu´mero de 289 milho˜es de d´ıgitos sem encontrar um pal´ındromo, e o ca´lculo continua
(LANDINGHAM, 2006).
A tabela 2.2 mostra alguns nu´meros pal´ındromos e seus respectivos nu´meros de
iterac¸o˜es necessa´rias para gerar pal´ındromo.
Dı´gitos Nu´mero Nu´mero de iterac¸o˜es
2 89 24
3 187 23
4 1.297 21
5 10.911 55
6 150.296 64
7 9.008.299 96
8 10.308.988 95
9 140.699.390 98
10 1.005.499.526 109
11 10.087.799.570 149
12 100.001.987.765 143
13 1.600.005.969.190 188
14 14.104.229.999.995 182
15 100.120.849.299.260 201
16 1.030.020.097.997.900 197
17 10.442.000.392.399.900 236
Tabela 2.2: Iterac¸o˜es que geram pal´ındromos
2.4.2 PALI´NDROMOS DIVISI´VEIS POR 11
Existem va´rias outras particularidades sobre os nu´meros pal´ındromos.
Uma delas e´ que todo nu´mero pal´ındromo com um nu´mero par de d´ıgitos e´ divis´ıvel
por 11, ou seja, o resto da sua divisa˜o por 11 e´ zero.
Exemplos:
872312213278 (nu´mero pal´ındromo com 12 d´ıgitos)
91533644633519 (nu´mero pal´ındromo com 14 d´ıgitos)
Se dividirmos qualquer um desses nu´meros por 11, o resto sera´ nulo.
O fato pode se confirmado facilmente no X-LOGO digitando o comando: ”mostre
resto 91533644633519 11” e ”mostre resto 872312213278 11”
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Vale lembrar que um nu´mero e´ divis´ıvel por 11 quando a soma alternada de seus
algarismos for um mu´ltiplo de 11.
Seja a1a2a3a4...a2n−3a2n−2a2n−1a2n, um pal´ındromo de 2n d´ıgitos. Pelo fato do
nu´mero ser pal´ındromo, os d´ıgitos equidistantes sa˜o iguais. Aplicando o crite´rio de divisa˜o
por 11 os d´ıgitos de ordem ı´mpar sera˜o positivos, enquanto que os d´ıgitos de ordem par
sera˜o negativos, como segue abaixo.
a1 − a2 + a3 − a4 + ...+ a2n−3 − a2n−2 + a2n−1 − a2n
Reagrupando os termos equidistantes:
(a1 − a2n) + (−a2 + a2n−1) + (a3 − a2n−2) + (−a4 + a2n−1) + ...
Note que todos as somas entre pareˆnteses sa˜o nulas, porque os termos equidistan-
tes sa˜o iguais. Segue-se que a soma alternada e´ divis´ıvel por 11, e portanto o nu´mero
pal´ındromo com um nu´mero par de d´ıgitos e´ divis´ıvel por 11.
2.4.3 OUTRAS FORMAS DE GERAR PALI´NDROMOS
A t´ıtulo de curiosidade podemos listar outras formas de se encontrar pal´ındromos.
Por exemplo, se elevarmos ao quadrado um nu´mero de no ma´ximo 9 d´ıgitos todos iguais
a 1 teremos o seguinte resultado:
1 · 1 = 1
11 · 11 = 121
111 · 111 = 12321
1111 · 1111 = 1234321
11111 · 11111 = 123454321
111111 · 111111 = 12345654321
1111111 · 1111111 = 1234567654321
11111111 · 11111111= 123456787654321
111111111 · 111111111 = 12345678987654321
Demonstrac¸a˜o. O nu´mero x = 10n+10n−1+10n−2+ . . .+103+102+10+1, ∀n ∈ N|n ≤ 9.
Esta e´ a escrita na base de um nu´mero de n d´ıgitos todos iguais a 1, portanto
elevando ao quadrado teremos:
(10n + 10n−1 + 10n−2 + . . .+ 103 + 102 + 10 + 1)2
= (10n + 10n−1 + 10n−2 + . . . + 103 + 102 + 10 + 1) · (10n + 10n−1 + 10n−2 + . . . +
103 + 102 + 10 + 1)
= 1 · 102·n + 2 · 102·n−1 + 3 · 102·n−2 + ...+ (n− 1) · 10n+2 +n · 10n+1 + (n+ 1) · 10n +
n · 10n−1 + ...+ 3 · 102 + 2 · 10 + 1; ∀n ∈ N|n ≤ 9.
Note que produto formara´ um nu´mero com uma quantidade par de d´ıgitos. Na
tabela 2.3 esta˜o os termos do desenvolvimento do nosso nu´mero.
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Termo quantidade de vezes que aparece
102·n 1
102·n−1 2
102·n−2 3
102·n−3 4
...
...
10n+1 (n)
10n (n− 1)
10n−1 (n− 2)
...
...
103 4
102 3
101 2
100 1
Tabela 2.3: Termos do desenvolvimento do pal´ındromo
De acordo com a tabela 2.3, os termos equidistantes tem mesmo coeficiente, por-
tanto o nu´mero obtido e´ um pal´ındromo.
Note que se n > 10 ja´ na˜o vale a proposic¸a˜o, de fato se tivermos:
1111111111 · 1111111111 = 1234567900987654321 que na˜o e´ pal´ındromo.
2.4.4 CURIOSIDADE CAPI´CUA
Dia 20 de fevereiro de 2002, quarta-feira, foi uma data histo´rica. Durante um
minuto, houve uma conjunc¸a˜o de nu´meros que somente ocorre duas vezes por mileˆnio.
Essa conjugac¸a˜o ocorreu exatamente a`s 20 horas e 02 minutos de 20 de fevereiro do ano
2002, ou seja, 20:02 20/02 2002. E´ uma simetria que, na matema´tica, e´ chamada de
capicua. A raridade deve-se ao fato de que os treˆs conjuntos de quatro algarismos sa˜o
igua is (2002) e sime´tricos entre si (20:02, 20/02 e 2002). A u´ltima ocasia˜o em que isso
ocorreu foi a`s 11h11 de 11 de novembro do ano 1111, formando a data 11h11 11/11/1111.
A pro´xima vez sera´ somente a`s 21h12 de 21 de dezembro de 2112 (21h12 21/12/2112).
Provavelmente na˜o estaremos aqui para presenciar. Depois nunca mais havera´ outra
capicua. Em 30 de marc¸o de 3003 na˜o ocorrera´ essa coincideˆncia matema´tica ja´ que
na˜o existe a hora 30. Esta curiosidade sobre os pal´ındromos foi extra´ıda do site Tripod
2. Quando trabalhamos com nu´meros pal´ındromos no ensino fundamental inserimos a
2Fonte: Tripod. Dispon´ıvel em: ¡http://leandrobrito.br.tripod.com/curiosidades.htm¿. Acesso em 20
jun 2017.
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ideia matema´tica de recorreˆncia, o que sera´ muito importante para o desenvolvimento
matema´tico dos discentes no futuro. Isto tambe´m podera´ despertar a curiosidade sobre o
tema. Talvez os Nu´meros de Lychrel despertem uma paixa˜o pela Matema´tica.
Os pal´ındromos sa˜o arte do matema´tico Ziro Roriz. A “maluquice sauda´vel” como
ele mesmo diz consiste em criar palavras e frases que podem ser lidas tanto da esquerda
para direita como ao contra´rio. O escritor talvez seja o maior nome desta antiga pra´tica
lingu´ıstica em l´ıngua portuguesa: ele coleciona mais de 4,5 mil pal´ındromos, entre textos,
poemas e frases, como “socorram-me subi no oˆnibus em Marrocos”. Roriz tambe´m e´ autor
do maior pal´ındromo conhecido, com 356 palavras. Ate´ seu nome, Ziro Roriz, permite a
leitura reversa.
Parte deles esta´ reunida no livro Pal´ındromos – Um Desafio Lingu´ıstico 3
2.5 DESIGUALDADE TRIANGULAR
Uma proposta interessante seria pedir para que os alunos tentem construir um
triaˆngulo com quaisquer segmentos que desejem. E´ prova´vel que em algumas situac¸o˜es
ocorram fracassos. Resta enta˜o analisar o porqueˆ disto ter ocorrido.
2.5.1 PROBLEMA´TICA
Inicialmente vamos fazer uma conjectura para depois justificar os fracassos. Como
o objetivo e´ usar o software X-LOGO para construir os conceitos, iremos trabalhar uma
lista de comandos no programa a fim de descrever a situac¸a˜o desejada. O exemplo 2.5.1
sera´ uma boa proposta para discussa˜o.
Exemplo 2.5.1. E´ poss´ıvel construir um triaˆngulo com treˆs segmentos de comprimento
100, 200 e 300 passos de tartaruga?
Existem va´rios conceitos envolvidos neste problema. O aluno para resolveˆ-lo tera´
que atentar para duas problema´ticas.
1. O comprimento do segmento.
2. O aˆngulo de giro.
Se ele conseguir encontrar segmentos que satisfac¸am as condic¸o˜es do problema,
mas na˜o conseguir descobrir os aˆngulos de giro necessa´rios na˜o sera´ poss´ıvel resolveˆ-lo. E´
3A sauda´vel maluquice do pla´ındromos. Gazeta do Povo. Dispon´ıvel
em: https://www.gazetadopovo.com.br/caderno-g/a-saudavel-maluquice-dos-palindromos-
ecsh1000rcg3ka2dxiks482mm/ . Acesso em:20 jun 2018
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muito prova´vel que o discente necessite de aux´ılio para esta empreitada, haja vista que
dependera´ de conceitos que provavelmente desconhec¸a.
Plotando na janela de visualizac¸a˜o treˆs pontos A, B e C, por exemplo, vamos
discutir as possibilidades de se partir de um ponto e chegar no outro, usando o comando
”rotule” para plotar os pontos e os comandos ”pf”(para frente), ”pt”(para tra´s), ”pd”(para
a direita) e ”pe”(para esquerda) para movimentar a tartaruga de acordo com as nossas
necessidades na atividade. Observe que existem duas possibilidades: ou os treˆs pontos
sa˜o colineares ou na˜o sa˜o. Vide a figura 2.10.4
Figura 2.10: Treˆs pontos colineares e treˆs pontos na˜o colineares no plano
Vamos agora apresentar um lema que mais tarde resolvera´ nosso problema. Se A,
B, e C sa˜o pontos colineares, com B entre A e C, enta˜o AB +BC = AC, Supondo agora
que os treˆs pontos na˜o sejam colineares, sejam trac¸ados os segmentos AB, BC e AC, tais
que AB = c, BC = a e AC = b como mostra a figura 2.5.1 . Enta˜o vale a desigualdade
triangular: a < b+ c
4FONTE: Dados da pesquisa
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Figura 2.11: Desigualdade triangular
Demonstrac¸a˜o. Desigualdade triangular. Seja agora prolongado AB ate´ um ponto D
tal que BD seja igual a AC. Assim teremos que AD = a+c. Observe que o triaˆngulo BCD
e´ iso´sceles, pois temos BC = BD = a e ∠BCD = ∠CDB. Dai podemos concluir que
∠ACD > ∠BCD = ∠CDA. No triaˆngulo ACD, isso significa que AD > AC,segue-se
que: a + c > b. Utilizando o mesmo argumento poderemos mostrar que a + b > c e que
b+ c > a.
Observe que a menor distaˆncia percorrida do ponto A ate´ o ponto C e´ o segmento
AC, segue-se que, qualquer outro percurso acarretara´ numa maior distaˆncia que este
segmento, sendo assim, se a figura formada for o triaˆngulo ABC, por exemplo, a soma das
distaˆncias de AC +BC > AB. O mesmo ocorreria se tive´ssemos tomado como refereˆncia
os segmentos AC e BC.
A condic¸a˜o necessa´ria e suficiente para se formar um triaˆngulo e´ que a soma de dois
lados quaisquers, tomados aletatoriamente, seja maior do que o terceiro lado. Portanto
na˜o e´ qualquer tripla que formara´ triaˆngulo. A tripla escolhida deve satisfazer as condic¸o˜es
da desigualdade triangular. Isto responde o exemplo 2.5.1, na˜o existe um triaˆngulo com
medidas 100, 200 e 300 passos de tartaruga. Esta discussa˜o pode ser feita com alunos a
partir do sexto ano do ensino fundamental.
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2.5.2 AˆNGULO DE GIRO
De volta ao nosso problema de construir o triaˆngulo, suponha agora que os segmen-
tos escolhidos satisfac¸am as condic¸o˜es da sec¸a˜o 2.5.1. Afirmo que ainda na˜o sera´ poss´ıvel
construir o triaˆngulo desejado se na˜o conhecermos os aˆngulos internos do mesmo.
Exemplo 2.5.2. Determine todos os aˆngulos do triaˆngulo formado com os segmentos de
comprimento 50, 60 e 70 passos de tartaruga.
Soluc¸a˜o 1. Conhecemos os comprimento dos lados do triaˆngulo, enta˜o vamos aplicar a
Lei dos Cossenos para encontrar os aˆngulos internos.
a2 = b2 + c2 − 2 · b · c · cosα (2.2)
Sendo a, b e c sa˜o os lados do triaˆngulo e α e´ o aˆngulo entre os lados b e c.
Dai teremos: 72=62 + 52 − 2 · 6 · 5 · cosα ⇒ cosα = 1
5
⇒ α ≈ 78, 46◦.
Estas contas poderiam ser feitas facilmente no X-LOGO utilizando o comando div,
para efetuar a divisa˜o, e o comando acos para calcular o arco cujo cosseno resulta em
1
5
,
obviamente preferimos colocar 0,2 para evitar excessos de escrita no programa.
Faremos aqui uma pausa para falar do comando div. Ele e´ usado para dividir dois
nu´meros para isto, basta que se escreva na caixa de entrada o comando div 10 2 para
que ela fac¸a a divisa˜o do 10 pelo 2, por exemplo. E´ importante coloca que o X-LOGO
funciona como uma calculadoa alge´brica para fazer contas, mas e´ sempre bom evitar o uso
de pareˆntesis para que o progama na˜o responda com mensagens de erro tipo esta: Muitos
argumentos entre pareˆntesis. Por esta raza˜o quando calculamos o arco cujo cosseno e´ 0,2
preferimos escrever sua expressa˜o diretamente no programa: acos div -7*7+6*6+5*5 60.
O programa entende perfeitamente a prioridade das expresso˜es, ele calculou primeiro a
expressa˜o -7*7+6*6+5*5, depois dividiu por 60, e por u´ltimo calculou o arco solicitado
no in´ıcio do comando.
Vide o exemplo na figura 2.12.
Figura 2.12: Lei dos cossenos no X-LOGO
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Analogamente poderemos calcular β ≈ 57, 12◦ e θ ≈ 44, 42◦. Vale ressaltar que
para fazer a construc¸a˜o desejada no X-LOGO, temos que levar em conta que a tartaruga se
movimenta em relac¸a˜o ao aˆngulo raso, portanto se desejarmos um aˆngulo interno de 78,46
devemos movimentar a tartaruga na direc¸a˜o pd ou pe com inclinac¸a˜o de 180-78,46=101,54
graus, ou seja devemos usar o aˆngulo externo. A figura 2.12 mostra a soluc¸a˜o do nosso
problema.
Figura 2.13: Construc¸a˜o de um triaˆngulo dados os seus lados
Os comandos escritos no programa esta˜o descritos abaixo:
mostre acos div -7*7+6*6+5*5 60
78.46304096718453
pf 50
pd 101.54
pf 60
pd 135.58
pf 70
pd 122.88
dt
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Analisando os comandos descritos, vemos que na primeira linha esta´ o ca´lculo de
um dos aˆngulos internos do triaˆngulo, na segunda o programa ja´ mostra o resultado, na
terceira, quinta e se´tima linhas usamos os segmentos dados, enquanto que na quarta,
sexta e oitava linhas usamos os aˆngulos externos dos aˆngulos calculados com a expressa˜o
da primeira linha. Na u´ltima aparece o comando dt, este e´ facultativo, serve apenas para
fazer a tartaruga desaparecer e melhorar a visualizac¸a˜o da figura 2.13.
Podemos concluir que esta tarefa se mostrou mais complexa do que parecia no
in´ıcio, pois para executa´-la perfeitamente o discente devera´ dispor dos conceitos de aˆngulo
externo, desigualdade triangular e lei dos cossenos. Estes conceitos fazem que esta ati-
vidade fuja do escopo do sexto ano do ensino fundamental e adentre a primeira se´rie do
ensino me´dio.
2.6 DESIGUALDADE DAS ME´DIAS
Vamos usar o X-LOGO para construir um c´ırculo e nele identificar as desigualdades
das me´dias, em seguida, demostraremos estas desigualdades no plano, mas primeiro vamos
defin´ı-las.
2.6.1 DEFINIC¸O˜ES INICIAIS
Definimos como a Me´dia Harmoˆnica entre dois nu´meros reais e positivos a e b a
expressa˜o:
MH =
2a · b
a+ b
(2.3)
Tambe´m definimos a Me´dia Geome´trica entre os nu´meros a e b pela equac¸a˜o.
MG =
√
a · b (2.4)
Dados dois nu´meros reais a e b positivos a Me´dia Aritme´tica entre estes nu´meros
e´ definida pela a raza˜o:
MA =
a+ b
2
. (2.5)
Por u´ltimo a Me´dia Quadra´tica entre os nu´meros a e b, reais e positivos, e´ definida
como:
MQ =
√
a2 + b2
2
(2.6)
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2.6.2 EXEMPLOS DE APLICAC¸A˜O
Vamos fazer alguns exemplos para ilustrar a situac¸a˜o:
Exemplo 2.6.1. Um ve´ıculo percorre 30km com velocidade de 30km/h, em seguida, ele
percorre a mesma distaˆncia com velocidade de 20km/h. Qual e´ a sua velocidade me´dia?
Figura 2.14: Diagrama ilustrativo das distaˆncias percorridas
Soluc¸a˜o 2. A figura 2.14 ilustra a situac¸a˜o.
E´ fa´cil verificar que o ve´ıculo gastou 1h para percorrer o primeiro trecho e 1, 5h para
percorrer o segundo trecho, para mostrar isto basta dividir a distaˆncia pela velocidade em
cada trecho. Ainda na figura , pode-se notar que na˜o e´ dif´ıcil acreditar que a velocidade
me´dia no percurso DF seja a me´dia das velocidades no percurso AC. No entanto se
fosse assim ao se calcular a velocidade me´dia obter´ıamos 25km/h, e isto, resultaria que
o tempo gasto no percurso seria 2, 4h. Conclu´ımos que a velocidade me´dia na˜o e´ a me´dia
das velocidades. Temos que calcular a velocidade me´dia de forma que o tempo gasto no
percurso seja 2, 5h.
Sendo assim divindo a distaˆncia percorrida pela velocidade obteremos:
60km
Vm
= 2, 5h
⇔ Vm = 60km
2, 5h
= 24km/h
Portanto a velocidade me´dia e´ Vm = 24km/h.
De modo geral percorrendo duas distaˆncias iguais com velocidade diferentes a ve-
locidade me´dia sera´ a me´dia Harmoˆnica das velocidades. A demonstrac¸a˜o deste fato sera´
feita a seguir.
Exemplo 2.6.2. Sejam d a distaˆncia percorrida nos trechos AB e BC, com velocidades
v1 e v2, e tempos t1 e t2, respectivamente, como mostra figura 2.14. A velocidade sera´
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aquela que o mo´vel percorrera´ no tempo t1 + t2, vamos mostrar que a velocidade me´dia e´
a me´dia harmoˆnica.
Soluc¸a˜o 3. Pela figura 2.15 observamos que o tempo para percorrer o trecho AB e´ dado
por:
Figura 2.15: Me´dia Harmoˆnica
t1 =
d
v1
.
Analogamente o tempo para percorrer o trecho CB e´ dado por:
t2 =
d
v2
.
A velocidade me´dia e´ aquela que ao se percorrer todo o trecho AC o tempo gasto sera´
t1 + t2.
Da´ı:
2 · d
Vm
= t1 + t2.
2 · d
Vm
=
d
v1
+
d
v2
2 · d
Vm
=
d
v1
+
d
v2
2
Vm
=
v1 + v2
v1 · v2
⇔ Vm = 2 · v1 · v2
v1 + v2
Portanto a Velocidade Me´dia e´ a Me´dia Harmoˆnica das velocidades neste caso.
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Exemplo 2.6.3. Suponha que desejamos construir um quadrado e um retaˆngulo de tal
forma que ambos possuam a mesma a´rea, como mostra figura 2.16, que relac¸a˜o deve haver
entre seus lados?
Figura 2.16: Quadrado e retaˆngulo com mesma a´rea
Soluc¸a˜o 4. Para satisfazer as condic¸o˜es do exerc´ıcios e´ necessa´rio que:
a · b = l2 ⇔ l = √a · b.
Conclu´ımos da´ı que o lado do quadrado deve ser igual a me´dia geome´trica dos lados na˜o
paralelos do retaˆngulo para que eles possua a mesma a´rea.
Exemplo 2.6.4. Na tabela 2.6.4 esta˜o as taxas mensais de inflac¸a˜o de um pa´ıs no 1◦
bimestre de um certo ano. Qual e´ a taxa me´dia bimestral de inflac¸a˜o?
Meˆs Taxa de inflac¸a˜o
Janeiro 2 %
Fevereiro 1%
Soluc¸a˜o 5. Vamos supor que o prec¸o de um determinado produto no dia primeiro de
janeiro do ano em questa˜o seja P , no fim deste meˆs o prec¸o deste produto sofrera´ um
aumento de 2 % e seu prec¸o sera´: P · 1, 02. Note que o nu´mero 1,02 na˜o corresponde a
taxa, ele e´ o fator de correc¸a˜o que da´ acre´scimos de 1%. No fim de fevereiro este produto
sofrera´ um novo aumento agora de 1%, e seu prec¸o sera´ reajustado para P · 1, 02 · 1, 01.
A taxa me´dia e´ a aquela que ao ser aplicada nos meses de janeiro e fevereiro resultaria
no mesmo resultado. Seja i esta taxa enta˜o o fator de correc¸a˜o sera´ 1 + i, e o valor do
produto corrigido com a inflac¸a˜o sera´ P · (1 + i)2. Portanto teremos:
P · (1 + i)2 = P · 1, 02 · 1, 01
⇔ P · (1 + i)2 = P · 1, 02 · 1, 01
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⇔ (1 + i)2 = 1, 02 · 1, 01
⇔ 1 + i = √1, 02 · 1, 01
⇔ i = √1, 02 · 1, 01− 1
Observe que a me´dia geome´trica aparece no ca´lculo da taxa me´dia. O nu´mero√
1, 02 · 1, 01 e´ a me´dia geome´trica dos fatores de correc¸a˜o.
Exemplo 2.6.5. Suponha que no Exemplo 2.5.1 deseja-se apenas calcular a me´dia das
velocidades no percurso.
Soluc¸a˜o 6. Basta calcular a me´dia artime´tica entre elas.
Mv =
v1 + v2
2
Mv =
20 + 30
2
=
50
2
= 25km/h
Exemplo 2.6.6. Calcular a me´dia quadra´tica entre os nu´meros 2 e 18.
Soluc¸a˜o 7. MQ =
√
22 + 182
2
≈ 12, 4
2.6.3 INTERPRETAC¸A˜O GEOME´TRICA
A interpretac¸a˜o geome´trica esta´ ilustrada na figura 2.17 nela esta´ as desigualdades
das me´dias para os nu´meros reais e positivos x e y.
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Figura 2.17: Desigualdade das me´dias
Vamos mostrar que independente da posic¸a˜o do ponto B no c´ırculo sempre vai
ocorrer na figura 2.17 as desigualdades:
MH ≤MG ≤MA ≤MQ
De fato, da maneira como foi disposto na figura 2.17 o segmento CD = x+ y, e´ a medida
do diaˆmetro do c´ırculo. Dai segue-se que:
MA =
x+ y
2
Sejam agora trac¸adas na figura os segmentos BC e BD. Assim o triaˆngulo BCD ficara´
dividido em dois triaˆngulos semelhantes a saber, BCF e BDF. Vide a figura 2.18.
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Figura 2.18: Triaˆngulo BCD
Vamos mostrar que BF =
√
x · y. Como o triaˆngulo BCF e´ semelhante ao triaˆngulo
BDF, teremos:
CF
BF
=
BF
DF
;
Pelo fato de CF = x e DF = y, teremos BF
2
= x · y, e portanto: BF = √x · y =
MG. Ja´ podemos concluir que: MG ≤MA, pois o maior valor que o segmento BF pode
assumir e´ a metade de uma corda do c´ırculo, no qual a maior corda poss´ıvel e´ o diaˆmetro,
que por construc¸a˜o e´ igual a x+ y, portanto:
MG =
√
x · y ≤ x+ y
2
= MA
No triaˆngulo BHF, ilustrado na figura 2.19 na˜o e´ dif´ıcil ver que MH < MG, pois o
triaˆngulo citado e´ retaˆngulo,basta verificar se este segmento e´ realmente a me´dia harmoˆnica.
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Figura 2.19: Triaˆngulo BHF
Na mesma figura o triaˆngulo ABF, AB e´ a medida do raio do c´ırculo e e´ tambe´m
a medida da hipotenusa do mesmo. Note tambe´m que os triaˆngulos BFH e ABF sa˜o
retaˆngulos respectivamente em Fˆ e Hˆ, portanto vale a relac¸a˜o:
AB ·BH = BF 2
Da´ı teremos:
x+y
2
·BH = MG2
x+y
2
·BH = x · y
BH = 2·x·y
x+y
.
Dividindo o numerador e o denominador por x · y, e´ poss´ıvel fazer esta operac¸a˜o, pois
tanto x quanto y sa˜o na˜o nulos. Dai teremos enta˜o: BH = 21
x
+ 1
y
Segue-se que o segmento BH e´ a me´dia harmoˆnica, e portanto, BH ≤MG.
Resta apenas mostrar que MA ≤ MQ, e de fato o e´, pois no triaˆngulo retaˆngulo
AFG o segmento FG, que tem medida MQ e´ hipotenusa, enquanto o segmento AG, de
medida MA, e´ cateto. Devemos enta˜o mostrar que FG e´ realmente a me´dia quadra´tica.
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Mas primeiro temos que calcular a medida do segmento AF .
Observe que na figura 2.20, o segmento AD tambe´m e´ igual ao raio do c´ırculo, e
portanto e´ igual a me´dia aritme´tica de x e y.
Figura 2.20: Triaˆngulo AFG
Da´ı temos que:
AF = AD −DF
=x+y
2
− y
=x+y−2y
2
=x−y
2
Aplicando o Teorema de Pita´goras no triaˆngulo AFG teremos:
FG
2
= MA2 + AF
2
= (x+y
2
)2 + (x−y
2
)2
= x
2+2·x·y+y2
4
+ x
2−2·x·y+y2
4
= x
2+2·x·y+y2+x2−2·x·y+y2
4
= x
2+y2+x2+y2
4
= 2 · (x2+y2
4
)
MQ =
√
x2+y2
2
Enta˜o podemos concluir que o segmento FG e´ a me´dia quadra´tica. A generalizac¸a˜o deste
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fato esta´ no Apeˆndice B deste trabalho.
Apesar de ser um tema muito citado no ensino me´dio, trabalhar com me´dias jun-
tamente com sua interpretac¸a˜o geome´trica, amplia a visa˜o do aluno sobre o assunto e
enriquece o conteu´do. Se o aluno tiver conhecimento do Teorema de Pita´goras e das
propriedades do triaˆngulo retaˆngulo, sera´ muito mais fa´cil para ele perceber as desigual-
dades que aparecem. O uso do X-LOGO e´ importante neste processo, porque para fazer
a construc¸a˜o o aluno deve ter conhecimento pleno das propriedades da figura que deseja
construir. E´ fato que todas as contas devem ser feitas antes de inserir a linha de co´digos
no computador, pois sem elas o discente na˜o conseguira´ executar o processo com precisa˜o.
O Software Geogebra poderia ser um recurso para construir figuras com melhor resoluc¸a˜o,
mas do ponto de vista matema´tico-geome´trico o X-LOGO e´ mais enriquecedor ale´m de
ser mais trabalhoso. O professor deve ter muito cuidado ao utiliza´-lo sena˜o podera´ apenas
ficar fazendo figuras o que na˜o e´ o nosso objetivo. Objetivo deste trabalho e´ entender
porque as figuras constru´ıdas teˆm estas propriedades.
2.7 CONSTRUC¸A˜O NO X-LOGO
Definimos o c´ırculo cujo raio e´ a me´dia aritme´tica dos nu´meros x e y dados na figura
2.2 como medida dos segmentos CF e FD, e em seguida fac¸amos a seguinte sequeˆncia de
comandos para construir a figura .
Exemplo 2.7.1. Construir um c´ırculo de raio 100 passos de tartaruga, e em seguida
identificar as me´dias.
Soluc¸a˜o 8. circ 100 pf 100 pt 100 pd 90 pf 100 pt 200 pe 16.94 pf 191.16 pd 90 pf 58.21
pd 106.94 pf 100 pd 90 pf 100 pd 140.3 pf 129.99 pd 129.7 pf 83.07 pd 146.13 pf 100 pd
123.87 pf 55.77 pd 146.13 pf 46.35 pd 90 pf 31.15.
Devemos relembrar que o comando circ 100 desenha um c´ırculo de raio 100 passos
de tartaruga, enquanto que os comandos pd, pe, pf e pt, movimentam a tartaruga para
direita, esquerda, frente e para tra´s, respectivamente e que tambe´m seguem a unidade
passos de tartaruga.
Vale ressaltar que todos os valores acima esta˜o ligados aos valores iniciais de x e y na
figura 2.2, estes por sua vez esta˜o estritamente ligados ao raio do c´ırculo, que no nosso caso
e´ 100 passos de tartaruga. E´ importante que o professor fac¸a cada comando com os alunos
justificando o porqueˆ de estar utilizando-o. Neste momento podera´ inclusive tratar de
conceitos como semelhanc¸a de triaˆngulos, razo˜es trigonome´tricas, aˆngulo externo, aˆngulo
inteno, soma dos aˆngulos internos, Teorema de Pita´goras entre outros.
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2.8 CI´RCULOS TANGENTES
Vamos digitar a lista de comandos a seguir na janela a´lgebra, um a um, e observar
o que acontece. Para isto bastar clicar na tecla ”ENTER” apo´s a cada comando digitado.
circ 100 pt 100 pd 90 pf 200 pe 90 pf 100 circ 100 pt 100 pe 90 pf 100 pd 90 pf
25 circ 25 pt 25 pd 90 pf 33.33 pe 90 pf 11.11 circ 11.11 pt 11.11 pe 90 pf 16.66 pd 90 pf
6.25 circ 6.25 pt 6.25 pd 90 pf 100 pe 90 pf 6.25 dt.
O resultado esta´ na figura 2.21.
Figura 2.21: C´ırculos tangentes
A ideia central e´ que o aluno perceba por si so´ que a figura 2.21 aparenta mos-
trar c´ırculos tangentes a reta e tangentes e entre si dois a dois. Ele ao implementar os
comandos acima percebera´ visualmente que a tangeˆncia entre os c´ırculos e a reta parece
ser verdadeira. Surge enta˜o os seguintes questionamentos:
• Os c´ırculos sa˜o realmente tangentes?
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• Sera´ que se aumentarmos o zoom no software os c´ırculos, tomados dois a dois,
realmente tocara˜o a reta em um u´nico ponto?
• Sera´ que a cada par de c´ırculos sempre existira´ um terceiro que seja tangente aos
dois primeiros e a reta?
• Sera´ que existe alguma relac¸a˜o entre a distaˆncia dos pontos de tangeˆncia e suas
coordenadas no plano?
Para fixar as ideias vamos colocar a origem do sistema de coordenadas no t1. Vale
ressaltar que tambe´m e´ poss´ıvel construir esta figura digitando todos os comando de uma
so´ vez e finalizar apertando a tecla ”ENTER”, contudo a tartaruga ira´ construir a figura
toda de uma so´ vez. Procedendo desta maneira o aluno na˜o conseguira´ perceber o que
cada comando faz no programa. Mesmo que seja mais trabalhoso o processo de digitar
comando por comando e´ mais rico do ponto de vista matema´tico.
O ro´tulo dos pontos e´ opcional nesta construc¸a˜o e pode ser feito utilizando o
comando rotule. Obviamente o manipulador do programa tambe´m tera´ que rotular o
ponto, pois os comandos acima apenas desenham os c´ırculos e a reta sem rotula´-los. E´
importante tambe´m que a pessoa que esta´ utilizando o programa mude o tamanho da
fonte neste momento para melhorar a visualizac¸a˜o, mas isto vai depender do tamanho
dos raios dos c´ırculos constru´ıdos. O processo de mudar a tamanho da fonte se faz com o
comando: mudefonte 18, se desejar que o s´ımbolo aparec¸a no tamanho 18.
A afirmac¸a˜o e´ que os pontos de tangeˆncia: t1, t2, . . . , t7, sa˜o sempre nu´meros
racionais. Mas sera´ que isto vai sempre ocorrer para quaisquers que sejam os raios dos
c´ırculos iniciais? No exemplo feito no X-LOGO os raios dos c´ırculos maiores teˆm com-
primento igual a cem passos de tartaruga. Este valor na˜o foi escolhido aleatoriamente,
pelo contra´rio, foi escolhido a fim de dar mais visibilidade a figura. Isto ocorre porque a
unidade passos de tartaruga e´ muito pequena. E se comec¸assemos com raio 0,5 fazendo
os c´ırculos tangentes a reta y = 0? Sera´ que conseguir´ıamos construir a mesma figura?
Existe alguma relac¸a˜o entre os pontos de tangeˆncia e os raios dos c´ırculos? Todas estas
perguntas sera˜o respondidas posteriormente.
Antes de comec¸ar precisamos de esclarecer que o termo ponto de tangeˆncia, significa que
a reta que passa por este ponto tocando o c´ırculo uma u´nica vez perpendicularmente a
qualquer reta que passa pelo seu diaˆmetro do c´ırculo. Necessitaremos tambe´m de um lema
que iremos utilizar va´rias vezes durante a nossa conjectura e posteriormente na prova dela.
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2.9 LEMA
Lema 2.9.1. A distaˆncia entre os pontos de tangeˆncia de dois c´ırculos de raios R e r,
respectivamente, tangentes entre si e tangentes a uma reta e´ x = 2 · √R · r.
Se observarmos na figura 2.21 a cada dois c´ırculos tangentes entre si, eles tambe´m
sera˜o tangentes a reta r.
Observe a figura 2.22, ela ira´ auxiliar na prova do lema. Nela esta˜o as medidas dos
segmentos DE, AC e BD
Figura 2.22: C´ırculos tangentes dois a dois
De fato, note que o segmento DE e´ paralelo ao segmento AC, este u´ltimo e´ per-
pendicular aos c´ırculos nos pontos A e C, pois estes sa˜o pontos de tangeˆncia dos c´ırculos,
portanto o quadrila´tero ACDE e´ um retaˆngulo, segue-se que o triaˆngulo BED e´ retaˆngulo
em E, e pelo Teorema de Pita´goras podemos escrever:
BD
2
= BE
2
+DE
2
, da´ı teremos:
(R + r)2 = (R− r)2 + x2
↔ R2 + 2 ·R · r + r2= R2 − 2 ·R · r + r2 + x2
↔ 4 ·R · r = x
↔ x = √4 ·R · r
x = 2 ·
√
R · r (2.7)
Este lema e´ de fa´cil demonstrac¸a˜o ale´m disto ele sera´ muito u´til para as construc¸o˜es
que se seguem.
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2.10 CA´LCULO DOS PONTOS DE TANGEˆNCIA
Na figura 2.23 inserimos um novo c´ırculo tangente aos dois c´ırculos anteriores e
tangente a uma reta, este novo c´ırculo esta´ posicionado entre os dois c´ırculos anteriores.
Surge uma pergunta: quanto mede o raio deste novo c´ırculo? Vamos utilizar o lema
que provamos para calcular o raio deste c´ırculo. De acordo com ele os segmentos AG e
GC medem respectivamente 2 · √R · y e 2 · √r · y. Por outro lado o segmento AC mede
2 · √R · r
Figura 2.23: Treˆs C´ırculos tangentes entre si e tangentes a reta
De acordo com a figura 2.23:
AG + GC = AC, portanto;
2 · √R · y + 2 · √r · y = 2 · √R · r, dividindo ambos os membros por 2 · √R · r · y
teremos:
2 · √R · y
2 · √R · r · y +
2 · √r · y
2 · √R · r · y =
2 · √R · r
2 · √R · r · y ↔
2 · √R · √y
2 · √R · √r · √y +
2 · √r · √y
2 · √R · √r · √y =
2 · √R · √r
2 · √R · √r · √y ↔
1√
r
+
1√
R
=
1√
y
(2.8)
Agora dispomos de ferramentas suficientes para calcular todos os raios dos c´ırculos
que forem inseridos tangentes a reta e tangentes aos c´ırculos anteriores, atrave´s da equac¸a˜o
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2.7, bem como seus pontos de tangeˆncia por 2.8. Vamos investigar mais este problema
inserindo mais c´ırculos, calculando seus raios e pontos de tangeˆncia.
Chamando de y1 o raio do primeiro c´ırculo colocado entre dois c´ırculos tangentes
de raio
1
2
, por exemplo, podemos calcular sua medida usando a expressa˜o anterior.
1√
1
2
+
1√
1
2
=
1√
y1
↔
2 · 1√
1
2
=
1√
y1
↔ 1√
y1
= 2 · √2 ↔ √y1 = 1
2 · √2 ↔ y1 =
1
(2 · √2)2 ↔ y1 =
1
8
A figura 2.24 ilustra situac¸a˜o.
Figura 2.24: Ca´lculo do raio do c´ırculo tangente no ponto t3
Agora vamos calcular o ponto de tangeˆncia t3, pelo lema ele e´ o dobro da raiz
quadrada do produto dos raios dos c´ırculos tangentes a reta:
t3 = 2 ·
√
1
2
· 1
8
↔ 2 ·
√
1
16
↔ 2 · 1
4
=
1
2
.
Portanto o c´ırculo de raio y1 =
1
8
, possui ponto de tangeˆncia t3 =
1
2
Continuando o processo calcularemos o raio y2 e o ponto de tangeˆncia t4 do c´ırculo
inserido entre este e o c´ırculo tangente no ponto t1= 0.
A figura 2.25 ilustra a situac¸a˜o.
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Figura 2.25: C´ırculo tangente no ponto t4
Pela equac¸a˜o 2.8 o raio do c´ırculo e´:
1√
1
2
+
1√
1
8
=
1√
y2
↔
√
2 + 2 · √2 = 1√
y2
↔
√
y2 =
1
3 · √2 ↔
y2 =
1
18
Vamos calcular o ponto de tangeˆncia t4 para tanto utilizaremos mais uma vez a
equac¸a˜o 2.1:
t4 = 2 ·
√
1
2
· 1
18
↔
2 ·
√
1
36
↔
t4 = 2 · 1
6
↔ t4 = 1
3
O c´ırculo de raio y2=
1
18
e´ tangente no ponto t4 =
1
3
.
Observe que ate´ o presente momento a u´nica coisa que utilizamos de geometria e´ o lema,
que e´ consequeˆncia imediata do Teorema de Pita´goras. Vale ressaltar que esta construc¸a˜o
e´ elementar, mas esta´ longe de ser fa´cil. A verdade e´ que muita gente confunde Ma-
tema´tica Elementar com Matema´tica fa´cil. E´ bem verdade que estes dois termos na˜o
sa˜o sinoˆnimos, sendo assim, se equivoca quem pensa desta maneira. Dizemos que a Ma-
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tema´tica e´ Elementar quando dispomos de poucos recursos para fazer as construc¸o˜es ou
demonstrac¸o˜es, isto a torna mais acess´ıvel aos leitores.
O processo iniciado aqui e´ realmente trabalhoso, mas temos que continuar inserindo
c´ırculos e calculando os seus pontos de tangeˆncia. Quanto mais exemplos fizermos me-
lhor sera´ a aceitac¸a˜o da nossa posterior conjectura. No final seremos premiados com um
magn´ıfico e inesperado resultado. Continuando, enta˜o, a figura 2.26 ilustra a inserc¸a˜o do
c´ırculo tangente no ponto t5.
Figura 2.26: C´ırculo tangente no ponto t5
Vamos calcular agora o seu raio y3.
Observe que pela figura 2.26 que esta construc¸a˜o e´ sime´trica anterior, portanto, o raio do
c´ırculo tangente no ponto t5 e´ igual ao raio do c´ırculo tangente no ponto t4, segue-se que
y3=
1
18
.
Quanto ao seu ponto de tangeˆncia observe que a distaˆncia do ponto t4 ate´ o ponto t1
e´ igual a distaˆncia do ponto t2 ate´ o ponto t5, por simetria. Da´ı temos:
t5= 1− 1
3
=
2
3
Continuando o processo vamos inserir mais um c´ırculo tangente e vamos calcular seu
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raio. Vide a figura 2.27.
Figura 2.27: C´ırculo tangente no ponto t6
Pela equac¸a˜o 2.7:
1√
y4
=
1√
1
2
+
1√
1
18
↔
1√
y4
=
√
2 +
√
18 ↔
1√
y4
=
√
2 + 3 · √2 ↔
1√
y4
= 4 · √2 ↔
y4=
1
(4 · √2)2 ⇔
y4=
1
32
Vamos calcular o ponto de tangeˆncia t6 utilizando o lema.
t6 = 2 ·
√
1
4 · 16
t6 = 2 · 1
2 · 4
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t6 =
1
4
Mais uma vez calcularemos a abscissa de um novo ponto de tangeˆncia que chamaremos
de t7, por simetria seu raio possui medida
1
32
. Vide a figura 2.28.
Figura 2.28: C´ırculo tangente no ponto t7
Calculemos agora a abscissa t7 para tanto vamos utlizar o lema.
t7 = t5 + 2 ·
√
1
18
· 1
32
↔
= t5 + 2 ·
√
1
2 · 9 · 2 · 16 ↔
=t5 + 2 · 1
2 · 3 · 4 ↔
=t5 + 2 · 1
24
↔
=
2
3
+
1
12
↔
=
2 · 12 + 3 · 1
3 · 12 ↔
=
27
36
↔
t7 =
3
4
O ponto t7 tambe´m poderia ser encontrado calculando |t2 − t6|, pela simetria da
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figura.
t7 = 1− 1
4
=
3
4
Vamos calcular apenas mais dois pontos de tangeˆncia e os respectivos raios dos c´ırculos
tangentes nele.
Fazendo uso da figura 2.29 5, da equac¸a˜o 2.7 e do lema podemos calcular o raio y5
e o ponto de tangeˆncia t8.
Figura 2.29: C´ırculo tangente no ponto t8
Da equac¸a˜o 2.7 teremos:
1√
y5
=
1√
1
18
+
1√
1
8
↔
1√
y5
= 3 · √2 + 2 · √2 ↔
1√
y5
= 5 · √2 ↔
√
y5 =
1
5 · √2 ↔
y5 =
1
(5 · √2)2 ↔
y5 =
1
50
Vamos agora calcular o ponto de tangeˆncia t8. Pelo lema:
t8= t4 + 2 ·
√
1
18
· 1
50
↔
5FONTE: Dados da pesquisa
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= t4 + 2 ·
√
1
2 · 9 · 2 · 25 ↔
= t4 + 2 · 1
2 · 3 · 5 ↔
= t4 + 2 · 1
2 · 3 · 5 ↔
=
1
3
+
1
15
↔
=
1 · 15 + 3 · 1
3 · 15 ↔
=
18
45
t8=
2
5
Por simetria o c´ırculo tangente no ponto t9 possui raio igual y6 =
1
50
. Vide na figura
2.30.
Figura 2.30: C´ırculo tangente no ponto t9
Resta calcular o ponto de tangeˆncia t9, que pode ser encontrado somando de t3 =
1
2
a` distaˆncia |t3 − t9|. Mais uma vez faremos uso do lema:
t9 = t3 + |t3 − t9| ↔
=
1
2
+ 2 ·
√
1
8
· 1
50
↔
=
1
2
+ 2 ·
√
1
2
· 4 · 2 · 25 ↔
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=
1
2
+ 2 · 1
2 · 2 · 5 ↔
=
1
2
+
1
10
↔
=
1 · 10 + 2 · 1
2 · 10 ↔
=
12
20
↔
t9=
3
5
Na figura 2.31 esta´ um resumo de todos os nossos passos ate´ o presente momento.
Figura 2.31: C´ırculos e seus pontos de tangeˆncia
Apo´s este trabalho a´rduo de calcular os pontos de tangeˆncia e raios do c´ırculos,
veremos se existe alguma relac¸a˜o entre eles. Para tanto vamos analisar os valores obtidos.
• O ponto t1 e´ tangente no ponto 0 e possui raio 1
2
.
• O ponto t2 e´ tangente no ponto 1, e possui raio 1
2
.
• O ponto t3 e´ tangente no ponto 1
2
, e possui raio
1
8
.
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• O ponto t4 e´ tangente no ponto 1
3
e possui raio
1
18
• O ponto t5 e´ tangente no ponto 2
3
e possui raio
1
18
.
• O ponto t6 e´ tangente no ponto 1
4
e possui raio
1
32
.
• O ponto t7 e´ tangente no ponto 3
4
e possui raio
1
32
.
• O ponto t8 e´ tangente no ponto 2
5
e possui raio
1
50
.
• O ponto t9 e´ tangente no ponto 3
5
e possui raio
1
50
.
2.11 Conjectura
Ja´ podemos observar alguns resultados. Por exemplo, quando dois c´ırculos sa˜o
tangentes? Ao calcular a mo´dulo da diferenc¸a entre dois pontos de tangeˆncia temos um
resultado um tanto curiosos.
|t1 − t3| = |t2 − t3| = 12
|t3 − t8| = |t3 − t9| = |12 − 25 | = 110
|t3 − t4| = |t3 − t5| = |12 − 13 | = 16
|t3 − t8| = |t3 − t9| = |12 − 25 | = 110
|t4 − t8| = |t5 − t9| = |13 − 25 | = 115
|t1 − t6| = |t2 − t7| = |1− 34 | = 14
|t4 − t6| = |t5 − t7| = |13 − 14 | = 112 .
Isto nos leva a conjecturar que o numerador da diferenc¸a entre os pontos de tangeˆncia de
c´ırculos vizinhos e´ sempre 1.
A tabela 2.4 tra´s de forma mais simplificada a relac¸a˜o que conjecturamos que ha´ entre os
pontos de tangeˆncia e os raios dos c´ırculos.
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Ponto de tangeˆncia Abscissa Ca´lculo do raio Raio
t1
0
1
= 0 1
2·1
1
2
t2
1
1
= 1 1
2·1
1
2
t3
1
2
1
2·22
1
8
t4
1
3
1
2·32
1
18
t5
2
3
1
2·32
1
18
t6
1
4
1
2·42
1
32
t7
3
4
1
2·42
1
32
t8
2
5
1
2·52
1
50
t9
3
5
1
2·52
1
50
Tabela 2.4: Pontos de tangeˆncia e raios dos c´ırculos
A prova deste fato com mais detalhes esta´ no apeˆndice B. Este problema e´ muito
rico e tambe´m trabalhoso. A pessoa que o enfrenta deve estar disposto a gastar um tempo
para perceber os padro˜es matema´ticos que aparecem. E´ importante fazeˆ-lo passo a passo
para que o aluno perceba todos os seus detalhes. E´ um bom problema para se trabalhar
com alunos que participam de treinamento de Olimp´ıada de Matema´tica pelo fato de
tratar de diversos assuntos, neste caso a demonstrac¸a˜o podera´ ser feita na integra, haja
vista que este pu´blico e´ diferenciado. Tambe´m e´ um bom problema para se tratar com
alunos da terceira se´rie do ensino me´dio, mas neste caso deve-se omitir a demonstrac¸a˜o e
deixa´-la como exerc´ıcio para aqueles que sa˜o mais avanc¸ados e curiosos.
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CONCLUSO˜ES
Qual e´ o professor de Matema´tica da educac¸a˜o ba´sica, que em algum dia da sua
a´rdua doceˆncia nunca ouviu as seguintes frases dos alunos?: “Professor porque voceˆ veio?”
; “Voceˆ poderia ter faltado”; “ Nossa! Matema´tica de novo?”; “ Professor na˜o e´ voceˆ na˜o
e´ a sua mate´ria que e´ muito chata”. Realmente e´ desmotivante ouvir frases deste tipo.
Mas apesar de ter um conteu´do puramente desmotivador, elas serviram como motivac¸a˜o
para tentar outras alternativas.
So´ para constar eu ja´ havia trabalhado com o programa em duas escolas das redes
municipais de Cariacica (“EMEF Renascer”) e de Vila Velha (“EMEF Saturnino Rangel
Mauro”), em 2012 e 2014, respectivamente. Usei o trabalho como avaliac¸a˜o dos dois
u´ltimos trimestres nos dois casos, cheguei ate´ escrever um projeto no fim de 2014, mas
pelo fato de na˜o ter feito avaliac¸a˜o do projeto com os discentes, resolvemos na˜o falar dele
neste trabalho.
Ele serviu para quebrar a rotina das aulas e acabou gerando uma certa ansiedade
por parte dos alunos na espera pela aula na informa´tica. Acredito que isto ocorreu, pelo
fato das aulas acontecerem no laborato´rio de informa´tica. Fica o registro que em alguns
momentos me sentia um professor de Educac¸a˜o F´ısica, nas sextas-feiras, acredito que isto
acontecia porque era la´ nosso u´nico momento da semana que aula de matema´tica era
desejada por maior parte dos discentes. Alguns ate´ pediam para os pais na˜o marcarem
consultas me´dicas nos dias que tinha aula com X-LOGO.
Apesar de na˜o ter feito avaliac¸a˜o do projeto com os alunos alguns resultados fi-
caram bem vis´ıveis, por exemplo, eles ficaram mais participativos, percebi que melhora
no rendimento dos alunos. Tambe´m pude notar que eles ficaram mais motivados com as
aulas de matema´tica.
Outro fato importante e´ que as aulas ministradas com uso de software tem que ser
bem dinaˆmicas para na˜o ca´ırem no enfado. Pude observar que os adolescentes se cansam
muito rapidamente e desistem da atividade se esta tornar-se cansativa ou muito dif´ıcil.
Por esta raza˜o trabalhar os Cı´rculos tangentes de Ford foi um grande desafio, pois as
tentativas exaustivas fazem parte da conjectura.
TRABALHOS FUTUROS
Separamos esta sec¸a˜o para discutir alguns temas que poderiam poderiam ser ex-
plorados futuramente:
• Cı´rculos tangentes de Ford : Este tema e´ muito rico, e´ fato que a conjectura feita
aqui, vale para qualquer raio racional no intervalo [0, 1], que se adote nos c´ırculos
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iniciais. Resta saber se o fato e´ tambe´m verdadeiro para os demais nu´meros racionais
positivos.
Do ponto de vista espacial percebe-se que se utilizarmos pontos de tangeˆncia das
esferas obteremos o mesmo comportamento, neste caso a tripla (x, y, z) sera´ sempre
tambe´m composta por nu´meros racionais? Aparentemente na˜o e´ dif´ıcil acreditar
que os pontos de tangeˆncia sejam nu´meros complexos. Resta saber se obteremos
todos os nu´meros complexos, ou se eles tambe´m ficaram limitados a um intervo.
• Geometria Espacial : Este tema na˜o foi explorado no trabalho, mas e´ poss´ıvel utiliza´-
lo para construc¸o˜es em perspectiva, trabalhar o conceito de volume e ate´ mesmo
conceitos do ponto de vista vetorial.
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A APEˆNDICES
A.1 GENERALIZAC¸A˜O DAS DESIGUALDADES DAS
ME´DIAS
Queremos mostrar que vale MH ≤ MG ≤ MA ≤ MQ para qualquer quantidade
n de valores para tanto vamos provar um Lema.
Lema A.1.1. Dados n nu´meros reais positivos, n ∈ N, a saber, x1, x2, x3, . . ., xn−1, xn,
tais que:
x1 · x2 · x3 · . . . · xn−1 · xn = 1, enta˜o:
x1+ x2+ x3+. . . +xn−1+ xn ≥ n
Demonstrac¸a˜o. Princ´ıpio da Induc¸a˜o Matema´tica Para n = 1, e´ trivial, pois teremos
x1 = 1 (expressa˜o do produto), e portanto x1 ≥ 1 (expressa˜o da soma).
Para n = 2, com x1, x2 ∈ R+, obviamente x1, x2 sa˜o na˜o nulos. Ja´ mostramos no
c´ırculo que vale a desigualdade:
x1+x2
2
≥ √x1 · x2, e como x1 · x2 = 1, segue-se que:
x1+x2
2
≥ √1⇒ x1 + x2 ≥ 2
Suponha agora que a afirmac¸a˜o seja verdadeira para um certo nu´mero k ∈ N.
x1 · x2 · x3 . . . xk−1 · xk = 1⇒ x1 + x2 + x3 + . . .+ xk−1 + xk ≥ k.
Observe que na˜o pode ocorrer todos os xi ≥ 1, i = 1, 2, 3, . . ., k; k ∈ N, pois
ter´ıamos: x1 · x2 · x3 . . . xk−1 · xk ≥ 1. Tambe´m na˜o pode ocorrer que todos os termos
xi ≤ 1, i = 1, 2, 3, . . ., k; k ∈ N, pois o produto: x1 · x2 · x3 . . . xk−1 · xk ≤ 1.
Enta˜o ∃k ∈ N|xk > 1 e ∃ k ∈ N|xk+1 < 1 , da´ı xk − 1 > 0; 1 − xk+1 > 0. Se
tivermos mais de um nu´mero xk, k ∈ N com esta propriedade substituiremos pelo produto
dos nu´meros xk. Da´ı teremos:
(xk − 1) · (1− xk+1)
=xk − xk · xk+1 − 1 + xk+1 > 0, somando k + 1 em ambos os membros;
= xk − xk · xk+1 − 1 + xk+1 + k + 1 > k + 1
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= xk − xk · xk+1xk+1 + k+ > k + 1 (A.1)
Usaremos este fato mais tarde em nossa demonstrac¸a˜o.
Considere agora a sequeˆncia de k + 1 nu´meros reais na˜o nulos e positivos:
x1, x2, x3,. . ., xk, xk+1 ∈ R+, se agruparmos xk · xk+1 no produto:
x1 · x2 · x3 · . . . · xk−1 · (xk · xk+1), teremos um produto de k nu´meros reais, positvos
e na˜o nulos. Pela hipo´tese de induc¸a˜o:
x1 + x2 + x3 + . . .+ xk−1 + xk · xk+1 ≥ k. Somando os termos xk e xk+1 e xk · xk+1
subtraindo, em ambos os membros teremos:
x1 +x2 +x3 + . . .+xk−1 +xk ·xk+1−xk ·xk+1 +xk +xk+1 ≥ k+xk +xk+1−xk ·xk+1
Por A.1:
= xk − xk · xk+1xk+1 + k+ > k + 1. Enta˜o:
x1 + x2 + x3 + . . .+ xk−1 + xk · xk+1 − xk · xk+1 + xk + xk+1 ≥ k + 1
Conclu´ımos que:
Se x1, x2, x3,. . .,xk, xk+1 ∈ R+, tais que: x1 · x2 · x3 · . . . · xk−1 · xk · xk+1 = 1
⇒ x1 + x2 + x3 + . . .+ xk−1 + xk + xk+1 ≥ k + 1. Isto prova o nosso lema.
Agora vamos mostrar que: MG ≤MA
De fato, pois de MG =
√
x1 · x2 · x3 · . . . · xn−1 · xn, temos:
MGn = x1 · x2 · x3 · . . . · xn−1 · xn, divindo por MGn;
1 =
x1 · x2 · x3 · . . . · xn−1 · xn
MGn
1 =
x1
MG
· x2
MG
· x3
MG
· . . . · xn−1
MG
· xn
MG
.
Agora temos o produto de n nu´meros reais positivos resultando em 1, segue-se que:
x1
MG
+
x2
MG
+
x3
MG
+ . . .+
xn−1
MG
+
xn
MG
≥ n
Multiplicando por MG em ambos os membros teremos:
x1+ x2+ x3+. . . +xn−1+ xn ≥MG · n. Agora dividindo por n
=
x1 + x2 + x3 + . . .+ xn−1 + xn
n
≥MG
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MA ≥MG
Mostraremos agora que:
n∑
i=1
(
1
xi
)
n
.
Pela desigualdade das me´dias aritme´tica e geome´trica temos:
n∑
i=1
(
1
xi
)
n
≥
√
n∏
i=1
(
1
xi
)
⇒ nn∑
i=1
(
1
xi
) ≤√ n∏
i=1
(xi)
Segue-se que MH ≤MG
Resta mostrar que:
MA ≤MQ
Vamos usar o princ´ıpio da induc¸a˜o matema´tica para provar que MA ≤MQ.
Ja´ fizemos no c´ırculo para n = 2, portanto:
MQ =
√
x12+x22
2
Suponha agora que afirmac¸a˜o seja verdadeira para um certo k ∈ N, ou seja, dados
k valores x1, x2, x3,. . .,xk ∈ R+, teremos:
MQ =
√
x1
2 + x2
2 + x3
2 + . . .+ xk−12 + xk2
k
Agora considere:
x1 + x2 + x3 + . . .+ xk−1 + xk
k + 1
+ xk+1
k+1
Seja yk =
x1 + x2 + x3 + . . .+ xk−1 + xk
k + 1
Enta˜o temos dois nu´meros reais positivos, portanto vale:(
yk+
xk+1
k+1
2
)2
≤
yk
2 +
(
xk+1
k + 1
)2
2
=
(x1 + x2 + x3 + . . .+ xk−1 + xk
k + 1
)2
+
( xk+1
k + 1
)2
2
≤
(
x1 + x2 + x3 + . . .+ xk−1 + xk
k + 1
)2
+
(
xk+1
k + 1
)2
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=
(
x1 + x2 + x3 + . . .+ xk−1 + xk
k · k+1
k
)2
+
(
xk+1
k + 1
)2
=
(
1
k+1
k
)2
·
(
x1 + x2 + x3 + . . .+ xk−1 + xk
k
)2
+
(
xk+1
k + 1
)2
Pela hipo´tese de induc¸a˜o:
≤
(
1
k+1
k
)2
·
(
x1
2 + x2
2 + x3
2 + . . .+ xk−12 + xk2
k
)
+
(
xk+1
k + 1
)2
≤ ( k
k+1
)2 · (x12 + x22 + x32 + . . .+ xk−12 + xk2
k
)
+
(
xk+1
k + 1
)2
≤ ( k
k+1
) · (x12 + x22 + x32 + . . .+ xk−12 + xk2
k
)
+
(
xk+1
k + 1
)2
≤ ( 1
k+1
) · (x12 + x22 + x32 + . . .+ xk−12 + xk2
1
)
+
(
xk+1
k + 1
)2
=
(
x1
2 + x2
2 + x3
2 + . . .+ xk−12 + xk2
k + 1
)
+
(
xk+1
k + 1
)2
≤
(
x1
2 + x2
2 + x3
2 + . . .+ xk−12 + xk2
k + 1
)
+
(
xk+1
2
k + 1
)
=
x1
2 + x2
2 + x3
2 + . . .+ xk−12 + xk2 + xk+12
k + 1
Conclu´ımos que dados k valores x1, x2, x3,. . ., xk ∈ R+, ∀k ∈ N, teremos:
MQ =
√
x1
2 + x2
2 + x3
2 + . . .+ xk−12 + xk2
k
≥ x1 + x2 + x3 + . . .+ xn−1 + xn
n
=
MA.
Finalmente,
n
n∑
i=1
(
1
xi
) ≤√ n∏
i=1
(xi) ≤
n∑
i=1
(xi)
n
≤
n∑
i=1
(√
(xi)
2
n
)
;∀ ∈ N.
B PROVAS DOS PROCEDIMENTOS
LO´GICOS POR INDUC¸A˜O MA-
TEMA´TICA
Separamos as provas dos procedimentos em sec¸o˜es organizar melhor o trabalho.
B.1 PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEI-
ROS NU´MEROS I´MPARES
Demonstrac¸a˜o. A afirmac¸a˜o e´ que a soma de n nu´meros ı´mpares e´ igual a n2, isto e´,
1 + 3 + 5 + 7 + . . .+ 2 · n− 5 + 2 · n− 3 + 2 · n− 1 = n2.
Vemos que para n = 1 a afirmac¸a˜o e´ verdadeira, pois 12 = 1, para n = 2 tambe´m,
pois 1 + 3 = 4 = 22. Vamos admitir que a afirmac¸a˜o seja verdadeira ∀n ∈ N, n ≥ 1,
segue-se que: 1 + 3 + 5 + 7 + . . .+ 2 · n− 5 + 2 · n− 3 + 2 · n− 1 = n2. Somando 2 · n+ 1
em ambos os membros teremos:
1 + 3 + 5 + 7 + . . .+ 2 ·n− 5 + 2 ·n− 3 + 2 ·n− 1 + 2 ·n+ 1 = n2 + 2 ·n+ 1 = (n+ 1)2.
B.2 PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEI-
ROS NU´MEROS NATURAIS
Demonstrac¸a˜o. Vamos mostrar que:
1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ n− 3 + n− 2 + n− 1 + n = n · (n+ 1)
2
Para n = 1 temos que: 1 =
1 · (1 + 1)
2
;
Se n = 2 a igualdade tambe´m e´ satisfeita, pois 1 + 2 =
2 · (2 + 1)
2
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Suponhamos que a afirmac¸a˜o: https://pt.overleaf.com/project/5c47895c9104dd239b5499eb1+
2 + 3 + 4 + . . .+ n− 3 + n− 2 + n− 1 + n = n · (n+ 1)
2
, seja verdadeira um certo n ∈ N.
Da´ı temos que:
1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ n− 3 + n− 2 + n− 1 + n+ n+ 1 = n · (n+ 1)
2
+ n+ 1
=
n · (n+ 1) + 2 · (n+ 1)
2
=
(n+ 1) · (n+ 2)
2
Portanto a afirmac¸a˜o e´ verdadeira ∀ ∈ N
B.3 PROVA POR INDUC¸A˜O DO ME´TODO DE HE-
RON
Demonstrac¸a˜o. Queremos aproximac¸o˜es sucessivas para a raiz quadrada. Dado a ∈ R e´
uma sequeˆncia de nu´meros reais positivos (xn)n∈N definida recursivamente por:
xn+1 =
1
2
·
(
xn +
n
xn
)
. Afirmamos que:
limxn =
√
a (B.1)
Observac¸a˜o B.3.1. A sequeˆncia xn e´ limitada inferiormente.
∀n ≥ 1, xn+1 = 1
2
·
(
xn +
n
xn
)
≥ √a (B.2)
Este fato resulta da desigualdade das me´dias vide . De fato o limite da equac¸a˜o
B.1 e´ verdadeiro, note que ao desenvolver a equac¸a˜o B.2 teremos:
x2n + a ≥ 2 ·
√
a · xn
⇔ x2n − 2 ·
√
a · xn + a ≥ 0
⇔ (xn−
√
a)2 ≥ 0. Segue-se que: |xn−
√
a| ≥ 0, ∀n ∈ N. Observe que ∀n ≥ 2 os termos
desta sequeˆncia sa˜o maiores ou iguais a
√
a.
Observac¸a˜o B.3.2. A sequeˆncia xn e´ decrescente a partir de n = 2.
De fato n ≥ 2, temos tambe´m xn ≥
√
a⇒ a
xn
≤ a√
a
⇒ xn ≥
√
a
Da´ı xn+1 =
1
2
·
(
xn +
a
xn
)
≤ 1
2
·
(√
a+
a√
a
)
=
1
2
· (√a+√a) = 1
2
· 2 · √a ≤ xn.
Assim para n ≥ 2 a sequeˆncia (xn)n∈N e´ decrescente e limitada inferiormente por
√
a ⇒
L = limxn, enta˜o L ≥
√
a
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Observac¸a˜o B.3.3. Se x1 =
√
a todos os termos da sequeˆncia tambe´m sera˜o. De fato
pois:
Vamos usar o princ´ıpio da induc¸a˜o matema´tica para mostrar este resultado.
Para n = 1 teremos:
x1+1 =
1
2
·
(
x1 +
a
x1
)
x2 =
1
2
·
(√
a+
a√
a
)
=
1
2
· (√a+√a) = 1
2
· 2 · √a = √a
Para n = 2 teremos:
x2+1 =
1
2
·
(
x2 +
a
x2
)
, como x2 =
√
a teremos:
x3 =
1
2
·
(√
a+
a√
a
)
=
1
2
· (√a+√a) = 1
2
· 2 · √a = √a
Suponha que a afirmac¸a˜o seja verdadeira para um certo n ∈ N. Enta˜o:
xn+1 =
1
2
·
(
xn +
a
xn
)
; Pela hipo´tese de induc¸a˜o xn =
√
a . Da´ı
xn+1 =
1
2
·
(√
a+
a√
a
)
1
2
· (√a+√a) = 1
2
· 2 · √a = √a, ∀n ∈ N
Portanto se x1 =
√
a, enta˜o xn =
√
a, ∀n ∈ N
Ale´m disso como xn+1 =
1
2
·
(
xn +
a
xn
)
⇒ L = limxn+1.
L = limxn+1 =
1
2
·
(
L+
a
L
)
⇔ 2 · L2 = L2 + a⇒ L2 = a⇒ L = √a
Observac¸a˜o B.3.4. Velocidade de convergeˆncia
Vamos calcular o erro (ε ) na pro´xima aproximac¸a˜o.
Para n ≥ 2 teremos xn ≥
√
a⇒ ε1 = |xn −
√
a| ≥ 0, segue-se que:
ε2 = |xn+1 −
√
a| = xn+1 −
√
a = xn+1 =
1
2
·
(
xn +
a
xn
)
−√a
⇔ 1
2
· xn + 1
2
· a
xn
−√a
⇔ (xn)
2 − 2 · √a · xn + a
2 · xn
⇔ (xn −
√
a)
2
2 · xn ≤
(xn −
√
a)
2
2 · √a , ∀n ≥ 2
Do fato de que limxn =
√
a , podemos concluir que ε1 e ε2 tendem a zero. Note que
nossa velocidade de convergeˆncia e´ de ordem quadra´tica, pois o erro ε1 e´ menor do que o
seguinte ε2, e este e´ igual o quadrado do erro anterior multiplicado por uma constante, a
saber,
(
1
2 · √a
)
. Sendo assim, se algum termo da sequeˆncia (xn)n∈N tiver um erro com
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n casas de precisa˜o o erro seguinte tera´ 2 · n casas de precisa˜o, isto mostra que a nossa
sequeˆncia (xn)n∈N converge muito rapidamente a figura ??? ilustra bem esta situac¸a˜o.
B.4 PROVA DA CONJECTURA
Assumindo como verdadeiras as informac¸o˜es abaixo:
1. Os raios dos c´ırculos tangentes a reta nos pontos da forma p
q
, possuem medida 1
2·q2 .
2. Os c´ırculos tangentes nos ponto p
q
e r
s
; p
q
< r
s
, sa˜o tangentes entre si se, e somente
se, q · r− p · s = 1⇔ r
s
− p
q
= 1
q·s , obviamente p e q, sa˜o primos entre si, assim como
r e s tambe´m sa˜o.
3. O conjunto dos pontos de tangeˆncia e´ o conjunto Q ∩ [0, 1]
Demonstrac¸a˜o. Prova da afirmac¸a˜o (1). Suponha por induc¸a˜o, que num certo momento
temos c´ırculos tangentes no ponto p
q
e raio 1
2·q2 e no ponto
r
s
com raio 1
2·s2 , e queremos
calcular o raio y do c´ırculo tangente aos dois e tangente a reta como mostra a figura
2.22. Ale´m disso vamos mostrar que o ponto de tangeˆncia t e´ p+r
q+s
, um nu´mero racional
no intervalo [0, 1], e que seu raio e´ 1
2·(q+s)2 .
Figura B.1: Raio y e ponto de tangeˆncia t
Utilizando a equac¸a˜o 2.7 teremos:
1√
y
=
1√
1
2 · q2
+
1√
1
2 · s2
= q · √2 + s · √2
= (q + s) · √2
⇒ √y = 1
(q + s) · √2
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y =
1
2 · (q + s)2 (B.3)
Conclu´ımos que o raio do c´ırculo tangente aos c´ırculos de raio 1
2·q2 e
1
2·s2 e´ y =
1
2·(q+s)2 .
Demonstrac¸a˜o. Prova da afirmac¸a˜o (2). Dados dois c´ırculos de pontos de tangeˆncia p
q
e r
s
, podemos supor sem perda de generalidade que p
q
< r
s
, se seus raios medirem 1
2·q2 e
1
2·s2 , respectivamente, enta˜o uma condic¸a˜o necessa´ria para que os c´ırculos sejam tangentes
e´ que a distaˆncia entre os centros dos c´ırculos seja igual a soma dos raios dos mesmos
como mostra a figura 2.21.
Figura B.2: Condic¸a˜o de tangeˆncia entre dois c´ırculos
Segue-se que:√(
r
s
− p
q
)2
+
(
1
2 · q2 −
1
2 · s2
)2
=
1
2 · q2 +
1
2 · s2
⇔
√(r
s
− p
q
)2
+
(
1
2 · q2 −
1
2 · s2
)22 = ( 1
2 · q2 +
1
2 · s2
)2
⇔
(
r
s
− p
q
)2
+
(
1
2 · q2
)2
−2 ·
(
1
2 · q2
)
·
(
1
2 · s2
)
+
(
1
2 · s2
)2
=
(
1
2 · q2
)2
+ 2 ·
(
1
2 · q2
)
·(
1
2 · s2
)
+
(
1
2 · s2
)2
⇔
(
q · r − p · s
q · s
)2
=
(
1
q · s
)2
; Multiplicando ambos os membros por (q · s)2, obteremos:[(
q · r − p · s
q · s
)2]
· (q · s)2 =
[(
1
q · s
)2]
· (q · s)2
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⇔ (q · r − p · s)2 = 1
⇔ q · r − p · s = 1
Agora vamos utilizar a equac¸a˜o 2.7 para encontrar o ponto de tangeˆncia t.
t− p
q
= 2 ·
√(
1
2 · q2
)
·
(
1
2 · (q + s)2
)
⇔ t = p
q
+
1
q · (q + s)
=
p · (q + s) + 1
q · (q + s)
=
p · q + p · s+ 1
q · (q + s) ; como q · r − p · s = 1, teremos:
=
p · q + p · s+ q · r − p · s
q · (q + s)
=
p · q + q · r
q · (q + s)
t =
p+ r
q + s
(B.4)
E como p < q e r < s, temos que p+ r < q+ s, e portanto, o ponto de tangeˆncia t
e´ um nu´mero racional no intervalo [0, 1].
Ale´m disso ocorre a desigualdade:
p
q
<
p+ r
q + s
<
r
s
De fato, pois:
r
s
− p+ r
q + s
=
r · (q + s)− s(·(p+ r)
s · (q + s) =
q · r + r · s− p · s− r · s
s · (q + s) ;
Como q · r − p · s = 1, teremos:
1
s · (q + s) > 0, portanto temos:
r
s
>
p+ r
q + s
.
Da mesma forma teremos:
p+ r
q + s
>
p
q
, pois:
p+ r
q + s
− p
q
=
q · (p+ r)− p · (q + s)
q · (q + s)
=
p · q + q · r − p · q − p · s
q · (q + s)
=
1
q · (q + s) > 0.
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Mostramos que, para os novos c´ırculos criados, a diferenc¸a dos pontos de tangeˆncia
de c´ırculos vizinhos e´ uma frac¸a˜o de denominador 1. Tambe´m mostramos que o ponto
de tangeˆncia do novo c´ırculo criado e´ um nu´mero racional. Resta mostrar que todos os
racionais no intervalo [0, 1] sera˜o criados em algum momento por este procedimento, ou
seja, que todos os racionais p
q
, 0 < p < q, e mdc(p, q) = 1, sa˜o pontos de tangeˆncia. Vamos
mostrar isso usando o Segundo Princ´ıpio da Induc¸a˜o Matema´tica.
Demonstrac¸a˜o. Prova da afirmac¸a˜o (3). Para q = 2, temos a frac¸a˜o
1
2
, que ja´ foi
criada.
Lembrando que dados dois c´ırculos tangentes entre si, e tangentes a reta nos pontos
p1
q1
e p2
q2
, com p1, p2, q1 e q2 ∈ N∗, satisfazendo a equac¸a˜o p2 · q1 − p1 · q2 = 1. O novo
c´ırculo criado tangente aos dois anteriores e tangente a reta, tera´ ponto de tangeˆncia na
reta igual a p1+p2
q1+q2
= p
q
.
Desta maneira p = p1 + p2 ⇒ p2 = p − p1 e q = q1 + q2 ⇒ q2 = q − q1. Da´ı tere-
mos:
(p− p1) · q1 − p1 · (q − q1) = 1 ⇔ p · q1 − p1 · q1 − p1 · q + p1 · q1 = 1
⇔ p · q1 − p1 · q = 1.
Seja p
q
, uma frac¸a˜o com 0 < p < q, e mdc(p, q) = 1. Como mdc(p, q) = 1, o Teorema de
Bezout garante que existem x e y, nu´meros inteiros, tais p · x− q · y = 1, como 0 < p < q
a frac¸a˜o
p
q
∈ [0, 1]. Se X = x0 + k · q e Y = y0 + k · p, k ∈ Z, sa˜o soluc¸o˜es da Equac¸a˜o
Diofantina p · X − q · Y = 1, se p′
q′ , com 0 < p
′ < q′ e mdc(p′, q′) = 1, se q′ < q sa˜o
criados como soluc¸a˜o da equac¸a˜o, enta˜o vamos mostrar que as frac¸o˜es p
q
tambe´m sa˜o
criadas como soluc¸a˜o da Equac¸a˜o Diofantina. A Equac¸a˜o Diofantina tem soluc¸a˜o geral:
p · (x+ k · q) + q · (−y − k · p) = 1, ∀ k ∈ Z.
Desta forma escolhemos um k ∈ Z, de forma que q > x0 = x + k · q ≥ 0 e seu
correspondente y0 = −y− k · p, teremos p · x0 − q · y0 = 1. Note que x0 deve ser diferente
de zero, caso contra´rio ter´ıamos −q · y0 = 1, o que e´ um absurdo, pois 1 na˜o e´ mu´ltiplo de
q, como 0 < x0 < q, enta˜o q · y0 = p · x0 − 1 < p · q e, portanto, q · y0 ∈ [0, p · q]. Segue-se
que q · y0 < p · q, logo, y0 < p, ou seja, y0 ∈ [0, p].
Nossos primeiros candidatos a racionais sa˜o os pontos de tangeˆncia
y0
x0
e
p− y0
q − x0 . Observe
que eles pertencem ao intervalo [0, 1].
De fato:
De p · x0 − q · y0 = 1, temos y0 = p · x0 − 1
q
<
p · x0
q
< x0, pois p < q.
Agora como x0 < q, multiplicando ambos os membros por q − p > 0 teremos:
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x0 · (q − p) < q · (q − p)
⇔ x0 · (q − p) + 1 ≤ q · (q − p)
⇔ q · x0 − p · x0 + 1 ≤ q2 − p · q
⇔ p · q − p · x0 + 1 ≤ q2 − q · x0
⇔ p · q − p · x0 + 1
q
≤ q − x0
⇔ p+ p · x0 − 1
q
≤ q − x0
⇔ p− y0 ≤ q − x0.
Portanto os pontos de tangeˆncia pertecem ao intervalo [0, 1]. Por hipo´tese de
induc¸a˜o, todas as frac¸o˜es no intervalo [0, 1] com denominador menor do que q, foram
criados como pontos de tangeˆncia, e portanto,
y0
x0
e
p− y0
q − x0 , foram criados como pontos
de tangeˆncia.
Agora vamos mostrar que os c´ırculos tangentes a` reta nos pontos
y0
x0
e
p− y0
q − x0 sa˜o
tangentes entre si. Basta para isto calcular a diferenc¸a entre os pontos de tangeˆncia.
p− y0
q − x0 −
y0
x0
⇔ (p− y0) · x0 − y0 · (q − x0)
x0 · (q − x0)
⇔ p · x0 − x0 · y0 + x0 · y0 − q · y0
x0 · (q − x0)
⇔ p · x0 − q · y0
x0 · (q − x0) ; E como p · x0 − q · y0 = 1
⇔ 1
x0 · (q − x0)
Isto mostra que os c´ırculos tangentes a reta nestes pontos sa˜o tangentes entre si, pois
a diferenc¸a entre os pontos de tangeˆncia resultou numa frac¸a˜o de denominador 1.
Finalmente, de acordo com a equac¸a˜o, o c´ırculo entre os dois anteriores e´ tangente
a eles e seu ponto de tangeˆncia na reta e´:
y0 + p− y0
x0 + q − x0 =
p
q
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Isto mostra que todos os racionais sa˜o criados em algum momento.
B.5 LISTAS DE COMANDOS E PRIMITIVAS
B.5.1 OPERADORES E SINTAXE
Ha´ dois modos de escrever alguns comandos. Por exemplo, para somar 4 e 7, ha´
duas maneiras: utilizando a primitiva soma, que exige dois argumentos, a saber, soma 4
7, ou voceˆ pode utilizar o operador ”+”. Exemplo: 4+7 (pressione ”ENTER”). Ambos
teˆm o mesmo efeito. A figura B.3 a seguir mostra a equivaleˆncia entre alguns operadores
e primitivas:
Figura B.3: Operadores e Sintaxe
As cores sa˜o definidas no software com a ajuda de treˆs d´ıgitos entre 0 e 255. Este e´ o
sistema de co´digo RGB (red,green, blue). Cada d´ıgito corresponde respectivamente a uma
intensidade de vermelho (red), de verde (green) e de azul (blue) para a cor considerada.
Uma vez que este sistema na˜o e´ intuitivo, o X-LOGO proporciona 17 cores predefinidas
acess´ıveis por um nu´mero ou um nome.
Os comandos abaixo produzem o mesmo efeito.
mudecf verde
mudecf 2
mudecf [0 255 0]
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Figura B.4: Sistema RGB de cores
B.5.2 PRIMITIVAS
Na figura B.4 encontraremos as primitivas responsa´veis pelo movimento da tarta-
ruga.
Figura B.5: Primitivas de movimento - Parte 1
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Figura B.6: Primitivas de movimento - Parte 2
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Figura B.7: Primitivas de movimento - Parte 3
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Figura B.8: Primitivas de movimento - Parte 4
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Figura B.9: Primitivas de movimento - Parte 5
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Figura B.10: Primitivas de movimento - Parte 6
PRIMITIVAS DE TEXTO
Agora trataremos de alguns comandos que escrevem na a´rea de texto com as primi-
tivas mostre ou escreva. Na Figura B.11 a seguir listamos essas primitivas que permitem
ajustar as propriedades do texto. Tais primitivas controlam a cor e o tamanho na a´rea
de histo´rico. Outro detalhe importante e´ que elas esta˜o dispon´ıveis somente para as
primitivas mostre ou escreva.
Figura B.11: Primitivas de texto - Parte 1
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Figura B.12: Primitivas de texto - Parte 2
Figura B.13: Operadores lo´gicos - Parte 1
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Figura B.14: Operadores lo´gicos - Parte 2
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Figura B.15: Operadores lo´gicos - Parte 3
